Tirages aléatoires uniformes et gaussien
par Charles Hubert
Généraliteés

On décrit ici des fonctions qui effectuent des tirages
aléatoires uniformes dans un intervalle, sur un cercle, dans
un disque (limité par un cercle), sur une sphéere et dans une
boule (limitée par une sphere), et des tirages gaussiens.
Conventionnellement les majuscules désignent des variables
aléatoires, les minuscules désignent des variables ordinaires.

Pour une variable aléatoire X prenant ses valeurs dans un
intervalle [a,b], pouvant étre infini, on définit sa fonction
de répartition f(x) par la probabilité que X soit inférieure
ou égale a x :

Fix) = probiX=x) == Fflx1e[0,1]

Si cette fonction f(x) est dérivable, sa dérivée " (x) est
la densité de probabilité de X ; alors f*(xX)dx est la
probabilité que X soit dans 1"élément de longueur dx centré
sur X.

La fonction de répartition est croissante ; si on fait le
changement de variables

U= Fixd U= Fi¥0
on voit que
probil=u) = prob(fiXI=Fflx)) = prob(i=x) = Flx) = U
ce qui montre que U est distribuée uniformément dans
l'intervalle [0,1] ; sa densité de probabilité est 1.
-1

Si on sait programmer la réciproque £ de f, on en déduit
un moyen de générer des tirages de fonction de répartition f :
on tire des valeurs U uniformément réparties dans [0,1] et on

calcule les valeurs
-1
X=fF

Voyons des applications.
Tirage uniforme dans un intervalle

On sait que la primitive APL "?" tire des valeurs
uniformément réparties dans 1"ensemble des n premiers entiers
naturels. En prenant n tres grand et en divisant par n les
valeurs tirées on ramene ces valeurs a I"intervalle [0,1]. En
multipliant par a-b et en retranchant de a on ramene ces

valeurs a [a,b].
La fonction qui fait ce tirage est
Hedim Hunif a,hb

le résultat "X" a pour dimension "dim" et est tiré dans [a,b]
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ou [b,a] ; b vaut 0 par défaut.
Tirage uniforme sur un cercle

Sur un cercle de rayon r et de centre (X,y), on tire des

valeurs © uniformément réparties dans [-mo,+n] et on calcule
=x+1r cozH ¥=v +1r =inH
La fonction qui fait ce tirage est
Hedim Hoercle r,x,w
le résultat "X" a pour dimension "dim,2" ; x et y valent 0 par
défaut.

Tirage uniforme dans un disque

Dans un disque de rayon 1 et de centre (0,0) la densité de
probabilité est 1/n. En coordonnées polaires, 1"élément d aire
étant r dr do, la probabilité de cet élément d"aire s"écrit

r dr de da
— = Z r dr = —
mn am

C"est le produit dune différentielle en r par une
différentielle en 6 et les bornes des deux variables sont
indépendantes ; les variables R et © sont donc indépendantes.
® est uniformément répartie dans [-o,+n]. La fonction de
répartition de R est

I
2 2
| 2 tdt = r on pose =R = ER-= \;D

0

On tire donc des valeurs uniformément réparties U dans
[0,1], & dans [-m,+n] et pour un disque de rayon a et de
centre (X,y) on calcule

R' = dnfﬂ ¥ =x+ RcozB Y=y + RE'sinB
La fonction qui fait ce tirage est
Hedim Hdi=que a,x, v
le résultat "X" a pour dimension "dim,2" ; x et y valent 0 par
défaut.

Tirage uniforme sur une sphere

Sur une sphéere de rayon 1 et de centre (0,0,0) la densité
de probabilité est 1/4n. En coordonnées polaires, 1"élément
d aire étant cos 6 d6 do, la probabilité de cet élément d"aire
s"écrit
coz 8 d9 dp coz 8 de clep

W —

4n 2 2T
C"est le produit dune différentielle en 6 par une
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différentielle en ¢ et les bornes des deux variables sont
indépendantes ; les variables © et ® sont donc indépendantes.

® est uniformément répartie dans [-o,+n]. La fonction de

répartition de o est
=}
cos t dt zin 8 + 1
= on poze =2 = =in &

2 2

-2
(S+1)/2 est donc uniformément répartie dans [0,1] et S dans

[-1,+1]. Les coordonnées cartésiennes étant
coz B ooz @ coz B ozin @ =in &

il n"est pas nécessaire de calculer e. Pour une sphére de
rayon r et de centre (X,y,z) on tire ©® uniformément répartie

dans [-no,+n] et S dans [-1,+1], puils on calcule

2
C=rywl -2

K=x+Ccoz & ¥=v + C =in & L= =2 4+ 3

La fonction qui fait ce tirage est
Hedim HEphere r,x,v,.=
le résultat "X" a pour dimension "dim,3" ; x, y et z valent O
par défaut.

Tirage uniforme dans une boule

Dans une boule de rayon 1 et de centre (0,0,0) la densité
de probabilité est 3/4n. En coordonnées polaires, 1"élément de
2
volume étant r co= 8 dr do dy, la probabilité de cet élément de
volume s"écrit

2 Z 2 coz 8 de clep
— rcos @ dr d9 dp = 3r dr ¥ —m89 — x —
4n b Zn

C"est le produit de trois différentielles en r, en 6 et en o
et les bornes des trois variables sont indépendantes ; les
variables R, ® et & sont donc indépendantes. ¢ est
uniformément répartie dans [-mo,+n] et S dans [-1,+1]. La

fonction de répartition de o est
&

cos £ dt =in 8 + 1
= on poze =2 = =in &
2 2
-2
La fonction de répartition de R est
I
2 3 3 3
| 2t dt = r on pose =R = ER-= \;D

0
On tire donc des valeurs uniformément réparties, S dans
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[-1,+1], ©® dans [-m,+n], U dans [0,1]. Pour une sphere de
rayon a et de centre (X,y,z) on calcule

3 2
E ans U C=EREy1 -2

K=x+Ccoz & ¥=v + C =in & s == + E=

La fonction qui fait ce tirage est
Hedim Hbhoule a,x,v,.=
le résultat "X" a pour dimension "dim,3" ; x, y et z valent 0O
par défaut.

Tirage gaussien

La fonction de répartition d"une variable gaussienne
normalisée X, c'est-a-dire de moyenne 0 et d"écart-type 1, est
" s

1 -t
_ exp — dt

Vor =

ce n"est pas une combinaison de fonctions mathématiques
élémentaires ; son inversion n'est pas facile.

On évite cette difficulté en considérant deux variables
gaussiennes normalisées X et Y indépendantes. La densité de
probabilité de (X,Y) est donc

2 2 2 2
1 —x 1 =y 1 - w o=y
exp * exp = — exp

\JE; z \JE; 2 2T 2

On passe alors en coordonnées polaires ou I"élément d aire
est r dr do ; la probabilité de cet élément d"aire est alors
2 2
1 -1 -1 de
— exp — r dr df = exp — r dr ® —
AT & & AT
C"est le produit de deux différentielles en r et en 6 et les
bornes des deux variables sont indépendantes ; les variables R
et © sont donc iIndépendantes. © est uniformément répartie dans

[-z,+a]. La fonction de répartition de R est
r & &

-t -
| exp — t dt = 1 - sxp —

& 2
0

2

F
on pose d=eexp — = RE="-2 log U

et 1-U est uniformément répartie dans [0,1[, donc U I"est

dans ]0,1] ; il faut que U ne puisse jamais étre nul.
Pour une variable gaussienne de moyenne m et d"écart-type

o on tire o uniformément répartie dans [-o,+n] et U dans ]
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0,1]. Puis on calcule

E=ovwW-2 log U X=m+E coz H ¥ =m+ R =in &

et on fusionne X et Y en un seul tableau.
La fonction qui fait ce tirage est
Hedim Hgaus =ig,m

le résultat X" a pour dimension "dim"”, pour écart-type sig et
pour moyenne m ; m vaut O par défaut.

Les fonctions

Y omed Hunif a;0iorg
C1] AY xedim Xunif a
C2] AY wetirage uniforme de dimenzion dim dans 17 intervalle 2Ta
£33 Oics0
C4] weal01-(Pdpolxi— ae2T, a) +ge2 453

Y mcd Hoercle a;0iorg:s
[11] AY medim Hoercle a
LZ] AY wetirage uniforme de dimenzion dim =ur le cercle
L2] A de rayon 1Ta et de cerntre 1/3Ta
[4] Oiced ¢ a<3T,a ¢ de,d
[5] =c0d,2)pal0dsxs 2 1 = o0 14+070x/d)pg) +0. SxgeZ453
=p| ==+ lpslipall 2]

Y omed Hdisgque a;lio:g:s
L11] AY wedim Xdisgque a
LZ] AY wetirage uniforme de dimenszion dim dans le disgue
L2321 A de rayon 1Ta et de certre 1/3Ta
C4] Oice0 ¢ 23T,z ¢ de,d
[5] =7 00x/A), 20 pg) +ge2x53
[&] sl;1]«al0d==l;1]x0.5
L7] =0d,20p=l; 1 10w, 2 1 s.oco” 142x=[;0]
=N ==+ lpslipall 2]

Y =ed Hsphere a;lio;g;r;=
L11] AY wedim Xsphere a
LZ] AY xetirage uniforme de dimension dim sur la sphére
L2321 A de rayon 1Ta et de certre 1/4Ta
C4] Oice0 ¢ ae4T,a ¢ de,d
[5] s 14+070 (%), 20000 +0 . Sxges+53
[&] r<al0]l=0osl;,1]
L7] =0d,3plrl; O 0Juwg 2 1 o.oo=l;0]0,al0dx=l51]
=N zs=+lpslipall 2 37

Y =cd Xboule a;0io:g:s
[11] AY xedim Xboule a
LZ] AY wetirage uniforme de dimenzion dim dans la boule
L2321 A de rayon 1Ta et de certre 1/4Ta
C4] Oice0 ¢ aedT,a ¢ de,d
[5] =70 0x/d), 3 pge2x53
C&] ezt ip=lpgx 0.5 0.5 1
L7] sC:; 0 11« 1+=[; 0 11
[ail gsl;2]«al0l==sL;2]%+3
[2] =L; 1 El¢=l; 2 2)w=l;1],00=0;,11]
C10] =0d,3pl=l; 2 2]wm 2 1 = o0o=[;0]0,=[;11]
C111] zs=+lpslipall 2 37
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C11]
[Z]
L2321
4]
[51]
C&d
L7]
[=21]

v

=cd Hgaus a;liorg:s

AY wedim Xgaus a

AY wetirage gaussien de dimenzion dim
A (ETa) = ecartType , movenne
Oiced ¢ acz2T,a

s (1+700M0.5xx/d), 2 pg) +ge2+53
sl;lleal0l=i E2xg=L;1]0x0.5

=l 1 1Jxs 2 1 o 00" 142x=[;0]
z¢alll+dps



