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Introduction

Un systéme différentiel d'ordre n peut toujours s'écrire

e n
— = Egdrz x e R
dt

ou "t" est la variable indépendante et "x" une fonction inconnue de t qui prend ses valeurs dans
l'espace vectoriel réel de dimension n. La fonction "Eqd" décrit les équations différentielles. Quand
t est le temps on dit que x est le vecteur d'état et que ses composantes sont les variables d'état. La
variable indépendante t peut trés bien figurer dans les équations, c'est-a-dire dans la fonction Eqd ;
il faut pour cela que t soit une composante du vecteur x et on indiquera dans la fonction Eqd que sa
dérivée vaut un. Pour intégrer numériquement un systéme différentiel, la méthode de Runge-Kutta
d'ordre 4, tres utilisée, part d'un état initial

A
0
et, le pas d'intégration "At" étant donné, elle calcule itérativement
it + ALY w0t 4+ ZAt) w0t + 34L) LLL 0 mit + kAt)
0 0 0 0

en sollicitant la fonction Eqd(x) quatre fois a chaque pas At.

Elle est précise quand At est suffisamment petit : 'erreur cumulée entre deux valeurs de t fixées
est approximativement proportionnelle a la puissance 4 de At. Mais si At est trop grand la méthode
diverge, donnant des résultats faux.

Cet article présente des fonctions qui la mettent en oeuvre quel que soit le systéme différentiel.
Ces fonctions ont quelque longueur, mais on les entre une fois pour toutes dans une bibliotheque.
On les copie pour chaque application, et la longueur des fonctions qu'il faut écrire est déterminée
par celle du systéme différentiel a intégrer. Le vecteur d'état est géré suivant la méthode décrite
dans l'article

TABLEAUX DANS UN VECTEUR UNIQUE

L'algorithme d'intégration

On integre le systeme différentiel par la fonction "RunKut". Son fonctionnement n'est pas
influencé par 0I0.
Pour expliquer son utilisation prenons un exemple dont la solution analytique est connue, ce qui
permettra de vérifier la précision. Soient les deux fonctions
a - Zb
W s — vy = —
p p
1 + bt 1 + bt
dépendant de 2 constantes arbitraires "a" et "b". Par dérivation et élimination de ces constantes on
trouve qu'elles sont la solution générale du systéme différentiel
2
x' = txy v'o= ty
Faisons de t une variable d'état vérifiant I'équation évidente

t' =1

On décrit le systeme différentiel par la fonction suivante qui calcule les dérivées "Detat" du
vecteur d'état a partir du vecteur d'état "etat" lui-méme



¥ Detat«Egdd stat
C11 Detat+etat

LZ] 0ot 1 ARt =1

[3] Dx txxxy @ x" = €t x v

[4] Dy LeuxZ g v’ =+t v v
&

Le résultat de Eqd0 a nécessairement la méme dimension que le vecteur d'état, et puisque toutes
les cases du tableau Detat seront affectées, la solution la plus simple est la ligne EqdO[1]. Les autres
lignes de EqdO calculent t', x', y' a partir de t, X, y conformément aux €quations différentielles.

On prépare l'intégration au moyen de la fonction d'initialisation

¥ Detat«Inid X;to;etat
L11 OI00

LZ] (0 a hlec 37X
[3] 1 VarEtat "t x v’
C41] Ot 0 g tinitial

[5] D a +1+bxt0xzZ @A xinitial
[&] Oy "Zxb+l+bx=tixz2 @/ v initial
W

Ini0[2] récupere dans l'argument "X" le t initial et affecte les constantes a, b qui serviront a la
vérification ultérieure. IniO[3] déclare les 3 variables d'état scalaires. Les fonctions créées par
VarEtat ne permettent d'affecter des valeurs qu'a Detat, c'est cette variable qui est choisie comme
vecteur d'état initial a I'intérieur de la fonction Ini0 et ses valeurs sont affectées par Ini0[4], IniO[5],
Ini0[6] ; c'est la méthode d'initialisation la plus simple.

Pour faire certains calculs sur le vecteur d'état il est nécessaire que Eqd0 puisse s'appliquer a une
liste de vecteurs d'état. On a choisi ici que cette liste soit une matrice dont chaque ligne est une
valeur du vecteur d'état ; 'argument gauche de VarEtat égal 2 ''1" indique ce choix et "RunKut" le
saura parce que son argument droit est une matrice.

Pour intégrer le systéme EqdO de t = t0 a t0+2 avec 100 pas d'intégration pour t0=0, a=1, b=2
¢écrivons l'une des instructions
etat~ 2 100 ‘BEgdd’ Burkut Inid O 1 2
getate(Z 1001 Eqgdd’ Burkut Ini0 0 1 2
etat~ ‘BEgdd’ 2 100 Burkut Inid O 1 2
car RunKut trie les nombres et les caractéres de I'argument gauche. Si le nom des équations est
omis ou s'il est vide, c'est "EqaDif" qui est pris par défaut. RunKut indique les valeurs par défaut de

l'argument gauche si on l'appelle sans cet argument. On trouve

petat
101 3

Vérifions t, x, y d'apres la solution connue :
FAlE-0.02x0101
1.3323E715
Ff”l ¥y — La, sxzhlicl+bxtis
B.1162E79 2. 4455E78

On peut encore subdiviser le pas 0.02 en "n" parties, le vrai pas étant alors “- 02+, sans retenir

les états intercalés :
A n
A i
petate 2 100 2 "Eqd0’ Rurkut Ini0o 0 1 2
101 3

A 1E-0.02x0101
1.5543E715
cela améliore la précision :

Ff”l ¥y — La, sxzhlicl+bxtis
2.8093E710 1.5Z37E™9
et en comparant avec le pas non subdivisé :

B.1162ZE™3 Z.4465E78 + 2.8093E710 1.5Z37E™9
16.056 16.056



on voit que l'erreur a été approximativement divisée par 2 puissance 4, comme annoncé¢ dans
l'introduction.

On peut intégrer plusieurs cas simultanément, chacune des données de 1'argument de Ini0 est

enfermée dans une case par Ini0[2] :
petate Z 100 ‘Eqgdl’ Burkut Ini0 0 1 (1452
101 3

ce qui exécute RunKut une fois sur des tableaux gigognes. Comparons avec ce que donne
l'instruction suivante qui exécute RunKut cinq fois sur des tableaux simples en consommant plus de

temps de calcul :
M#letat-clolaic 2 100 "Egdl’ JRurkut ' Ini0"' (= O 12,"1+.5
OO0 0O0D QOO0DO0O0QO0 Q0000

Si on choisit de faire de la liste des états un vecteur gigogne au lieu d'une matrice, on appellera
RunKut avec un vecteur comme argument droit, au lieu d'une matrice ; chaque colonne de celle-ci
est enfermée dans la case correspondante du vecteur. On indiquera ce choix a VarEtat en lui
donnant "'0" comme argument gauche. Si on veut intégrer plusieurs cas en méme temps, il faut alors
que les diverses valeurs de tout paramétre soient plus profonds d'un niveau, le niveau 3 au moins ;
car le niveau 2 est réservé aux diverses valeurs du vecteur d'état. La fonction Eqd0 ne change pas :

¥ Detat«Egdd stat
C11 Detat+etat

LZ] 0ot 1 ARt =1

[3] Dx txxxy @ x" = €t x v

[4] Dy LeuxZ g v’ =+t v v
&

tandis que la fonction Ini0 s'écrit alors

W DetateInid X;to;etat
C11 OT0-0
C2] Ctd a hlec"="3TH
L3] 0 YarEtat ‘t x v
C41] Ot 0 A tinitial
[51] D a +l+h=tlxZ @/ x initial
= Oy "2xbil4+b=td*xZ m v initial
W
seules les lignes [2] et [3] changent.

On écrit encore
petate Z 100 ‘Eqdl’ RBurkut Ini0 O 1 2
3

et on peut vérifier :

A -0, 0220101
1.3323E715

Ff””l x oy — La, oxbliclthxtx
B.1162E79 Z.4465E°8

La liste des variables d'état est dans la variable "varEtat". La liste des objets créés par VarEtat
est dans la variable "objEtat".

Intégration abandonnée

Dans certains problémes on veut arréter 1'intégration si une condition survient, par exemple
parce que quelque chose est jugé anormal. Pour cela on affectera la valeur """ 4 une variable
globale dans EqdO si I'intégration peut étre poursuivie et 1" s'il faut l'arréter. Reprenons 1'exemple
précédent sur tableaux simples :



¥ Detat«Egdd stat
[11] Detateetat
[z2] arretsV 100 ey

[3d 0ot 1 ARt =1

4] Ox trxxy @A x° =t x vy

[E] Oy txyxZ m v =+t vy
&

la variable "arret" indique qu'il faut arréter si 1'une des valeurs absolues de y dépasse 100.

Reprenons I'exemple déja traité

petate Z 100 ‘Eqdl’ ‘arret’ Rurkut Ini0 O 1 2
101 =2

Ff”l x y —La, cxbl+tclthxtxs
E.116ZE™9 Z.4465E7 82

et rien n'est changg.

Mais si b = -2 on sait que la solution est infinie pour t = “/ 1/2 = 0.70711... ; essayons :
petate Z 100 ‘Eqgdl’ "arret’ Rurkut Ini0 0 1 72
3B 3
33 0 letat
0.66 7.7619 321.047
0.68 132.Z68 £2.072
0.7 45,396 181.59
l'intégration a été abandonnée et la précision est catastrophique :
Ff”l ¥ oy —La, Zxbhl+cl+hatrd
46037 18.415
En subdivisant le pas par 10 :
petate Z 100 10 "Egdd’ ‘apret’ Rurkut Ini0 O 1 72
3B 3
33 0 letat
0.656 7.764  21.056
0.68 13.Z923 GL53.191
0.694 27, 227 108.91
la précision s'est améliorée :
Ff”l ¥ oy —La, Zxbhl+cl+hatrd
0.000183087 0.00072346

Fonction "équations'" avec plusieurs arguments

Considérons maintenant I'équation
¥ - Bx’ + Px=0 gyec 2 =2a+b P = ab
qu'il faut écrire avec une fonction inconnue supplémentaire :
x' o=y v o= 8y - Px
afin de n'avoir que des dérivées premieres. Ici aussi la solution générale est connue. Limitons-nous

au cas ou a et b sont réels différents :
x & exp at + B exp bt
i af exp at + bE exp bt

"A" et "B" étant deux constantes arbitraires.
Le systéme différentiel dépend des deux paramétres S et P, les coefficients de 'équation initiale.
Si on veut que ceux-ci soient en argument gauche des équations on écrit

W  Detat«ZP Egdl stat;P;=
C11] (3 PieiP
Cz] Detateetat
£21] arreteV 100 ey

[4] 0ot 1 Rt =1

[5] D v ARox o=y

[a] Dy (Bxvyl-Pxx g v =8v - P x
&

Avec la fonction d'initialisation



¥ Detat«Inil X;w;etat
C11] A X« th)ahbdB
[Z2] OIC-0
£3] A =« at+h P « ab
C4] abe¥[1 21 & AB<X[3 41 ¢ S+ ab ¢ Pexab
= 1 VYarBEtat "t x vf

] Ot XLo] gt oinitial
L7] v CRXL 0T xakl+. NGB, [0.5]ak
=N Dx wlO] A ox initial
£=2] Ow w11 A v initial

v

on peut intégrer :
petat 5§ 100 ‘2 P Egdl’ ‘arret’ Rurkut Inil O 0.5 71 2 72
101 =2

et vérifier :
FA10x v —cL0lotxt®, makbl+. xx\AB, [0.5]ab
3.7937E78 3.8944E78

Ou encore
petat= 5§ 100 § "2 P Egdl’ 'arret’ Rurkut Inil 0 1 2 2 72

32 0 letat
1.6 739.159 788.2:z4
1.65 742.811 798,037
1.66 744,802 100,12
FA0 % v —c[0]20xk? . xakhl+. o\ GE, [0.5]ak
2.394E77 4.8024E77

Autre méthode, S et P étant en argument droit des équations :

W Detat«Egdl X;=Z:;FP:etat
C11] (2 P etatieX
Cz] Detateetat
£21] arreteV 100 ey

[4] 0ot 1 Rt =1

[5] D v ARox o=y

[a] Dy (Bxvyl-Pxx g v =8v - P x
&

et on écrit

petat 5§ 100 ‘Egdl 2 P’ ‘arret’ Rurkut Inil O 0.5 71 2 72
101 3

FA0 % v —c[0]20kk? . xakhl+. x\GE, [0.5]ak
3.7937E8 3.8944E78

Technique de programmation de RunKut

La fonction RunKut crée une fonction locale =_Int. C'est cette fonction locale qui exécute
chaque pas d'intégration.

Pour cela RunKut sélectionne parmi ses propres lignes celles qui commencent par 1. y copie
4 fois la syntaxe de la fonction "équations” et le cas échéant 1 fois la syntaxe de la condition "arrét".

Par exemple, si Runkut est appelée par
A equations
A

5 100 Ja b Equat DJ Furnkut ...

la copie textuelle de la fonction "équations" lui fait solliciter les équations ainsi
A équations

A I

a b Eguat DliapgumentLDDalj
On peut lister cette fonction locale en insérant OCE au début de la ligne RunKut[15].

Cette méthode évite d'enfermer dans une boucle la primitive exécute £ qui appellerait les
€quations, ce qui colterait plus cher en temps de calcul.

Application a I'oscillateur de Van der Pol



Cet oscillateur obéit au systeme différentiel

&
x' =y vio= (k- k x 1y - x
0 1
qu'on peut programmer ainsi :
% Detat«Eqdidp etat
[11] Detate—etat
Cz] Ot 1 ARt =1
L3] Ox v Aox o=y
[4] A &
= Ow Cyxk[0l-k[1lxxkZl-xx A W = wik — k x 1 - x
[e] A 0 1
0
On choisit
k=05 k =0.05
0 1

et on abandonne cet oscillateur avec y = 0, et une liste de valeurs pour x. La fonction d'initialisation
peut étre

W DetateIniVdp x0;etat
C11] Oice0
[2] 1 YarEtat ‘£t x v°

[3] ke 0.5 005 Ak k

[4] A 0 1

[&] O =i A x initial
W

Les variables non initialisées (t et y) démarrent a zéro.
L'intégration de t =0 a 10 avec 2, 4, 6, 8, 10 pour valeurs initiales de x peut se faire par
l'instruction
etate 10 100 ‘EqgdVdp’ Burkut IniVWdp 2 4 6 8 10
La figure (appelée plan de phase) montre les solutions avec x en abscisses et y en ordonnées :

Application au probléme des N corps en mécanique céleste



Considérons N corps en interaction gravitationnelle, en négligeant l'interaction de leurs rotations
avec leurs mouvements orbitaux. Les méthodes analytiques ne savent pas intégrer ce systéme
d'équations pour N > 2. Posons

- -
r = position du corps J v = wvitessze du corps j
J J
m = mazs=e du corps t = temps
J
-11 2 -2 -1
G = constante de gravitation = 6.673Zx10 m = kg

Le mouvement de ces corps obéit au systéme différentiel
- - - - =+ =3 = -
rfo= W u'o= —E{]Gm lr - r | tr-r2
J J J k4 k ik
k= j
On peut s'arranger pour que l'expression sous le signe de sommation s'annule sans incident pour
k =j grace a une butée inférieure € positive trés petite et on somme pour toutes les valeurs de k :

=
- k - -
v =-—§j (r —r 1
J = -+ 243/2 J |3
k max[[(r -r ] ,s]
J 3

Suivant la méthode exposée ici le systéme différentiel peut se programmer (en unités SI) de la
facon suivante

% Detatem Egdicocor stat;d

L11 Detat+etat

[Z2] Ot 1

£3] D

C4] de=[(0 231d°.-dec[0 Z2]r

[5] Dv +/[21CT6.6722E 11xm) =[2]1d+[0 1 Z11E"300M (+/d=d)x1.5
W

On a pris 1E 300 pour la butée ¢.
EqdNcor[4] calcule les différences de positions "d" et EqdNcor[5] calcule les accélérations. On
initialise avec

W DetateIniMoor x;n;tl;etat

C11] moxe £t (= 02 ... Um w0 LN VYOE VED ... L)
CZ2] A L |

L3] A J-igme corps

[41] OIC-0

= CEO 20)ex

=g el O/ T 1 pxd , P 0T L pxd , 70 T
L7] re—pre—scl 3 OJ
=N 1 VarEtat ‘£t " n 3 "v" n 3
£33 Ot +0
C101] Or xC; 1 3 51
C11] O =L 2 4 61

v

On peut intégrer ce systeme différentiel pour un nombre de corps N quelconque, par exemple les
10 principaux corps du systéme solaire. Pour prendre un autre exemple, dans le plan orbital de
Jupiter, on peut construire un triangle équilatéral dont le Soleil et Jupiter sont deux sommets ; le
troisiéme sommet est un point stable de Lagrange. Il y a évidemment deux points de Lagrange, 1'un
en avance d'1/6 de tour sur Jupiter, I'autre en retard. On appelle planétes troyennes les corps
capturés au voisinage de ces deux points. Prenons comme exemple le Soleil, Jupiter et une planete
troyenne.

La fonction suivante construit un tableau "x" a 3 lignes : Soleil, Jupiter, planéte troyenne. La



masse attribuée a cette dernicre est une valeur arbitraire. La position initiale du Soleil est 1'origine et
sa vitesse initiale est nulle. La position et la vitesse initiales de la planéte troyenne sont calculées de
maniére qu'elle coincide en permanence avec un point de Lagrange :

¥ weTroyw;0I0;a;c:T:c=
C11] OI0-0
[Z2] a~778.3E9 ¢ o+«37.4E9 ¢ T<3.7434E8
L2a] w- 37 p0 ¢ x[;01+« ZE30 1.899EZ7 1EZ3
[4] *[1;1]a-c
[5] #x[1l;4]eoaxiilatcl+a—cl&0.51+T=0.5
[e] x[2; 1 21e+=xl1; 2 2 p 1 2 2 4]-.xc== 0.25 0.75 x0.5
L7] x[Z; 3 4leoxll; 2 2 p 1 3 2 41+, xdos
W

On peut alors initialiser la planéte troyenne a une position et une vitesse décalées par rapport a la
coincidence avec un point de Lagrange calculé précédemment et intégrer avec un pas égal a
1/200 de la période orbitale :
HeTroy ¢ HIZ; 14+ 6]<Xl2; 1604+ 06pXKi1; 1 43«0 00010 71 0 1 2 72 5
etat~ 3.7434E3 1000 2 “m EgdMcor’ Rurkut Inibcor O ¥

On peut calculer les fluctuations "F" autour du point de Lagrange instantané par les instructions
cz 2 2 p 11 71 =« 0,25 075 0.75 x0.5
Fei—/[11r[; 2 0 ;19-0=0=/[11rl; 1 O ; O 113+.xcs),0

et tracer les 3 composantes de F en fonction du temps t. On observe alors des oscillations non
divergentes.

4.0E9

Z.0E9

TZ2.0E8

“4,0E9

o L.0EB 1.0E9 1.5E9 Z.0E9 Z.5E9 3.0E9 3.GES

Dans la solution obtenue le Soleil n'est pas tout a fait immobile, ce qui est conforme a la théorie.
-

On peut aussi vérifier la constance de la quantité de mouvement totale F» du moment cinétique
-

total L et de 1'énergie totale H (hamiltonien) :
- - - - -
P = E{]m w L = E{]m el
d dd o
J J

1 =& - = -1
H =Z{]— m o —E{]E{]Gm m |r - r |

2 jd ik 4 k

d J k<]
Si on calcule la derniere somme pour k # j au lieu de k <j la somme est doublée ; si on s'arrange



pour que le terme pour lequel k = j s'annule sans incident on somme pour tous les k en écrivant

1 =2 @ - = 2172 - = 2 q9-1
H=Z—mu —Z—m Zm [EP—PJ ] [max[s, fr — r 1 ]]
24 2 J k J k J k
d d k

La fonction suivante calcule ces grandeurs et cherche leurs plus grandes variations comparées
aux modules de la quantité de mouvement, du moment cinétique et a I'énergie cinétique maximale

¥ = Czubocor;Oio;d;H;L;P:;Timv;cs;m; P X
C11] Oice0
[Z] Simhoor
£3] rrnre=tn [ 1 Jwr
C4] Pet/T1Tmer o P/ CCIT#PI-L#PI %21 ++/PL0; 142140, 5
= Le+/T11-/rl;; 2 2 p 1 2200 11xmvl;; 3 2 p 2 1 0]
[e] L+EPKEEEF%LJ—L%LJ*EJ++KL[D;]*23*0.5
L7] de+dxdeal0 31d° . -dec[0 Z2]r
=N Te0 . St + s
[91] HeT-oio 0 (d&x0 . 50 +1E7 205N d )+, m 4+, wm=0 . Ex6 .67 32E7 11
C10] Hel (T AHI-LAHI T AT
[111] =~ P L H
W

V¢érifions la constance de ces grandeurs :

C=ukoor
6.7475E715 Z.998YE S8 5.6818E"8

Précision controlée

Comme on 1'a dit dans l'introduction, la méthode de Runge-Kutta donne des résultats faux si le
pas d'intégration est trop grand.

Considérons par exemple 1'oscillateur de relaxation qui obéit aux équations
W= x + v = = mintl, maxi-1, © wull
x'= als - =) v o= - hou
nen

ou "x" et "y" sont les deux variables d'état. On peut décrire ces équations par la fonction

W Detat«EqdRlax stat;u
C11] Detat—etat
[z] arr+~1Et=letat
L3] Ot 1
[4] L2
[5] O a=tlLl” 1Mcxul-x
[&] Dy ==k

Y

ou on a prévu une variable d'arrét "arr". On prépare l'intégration par la fonction qui choisit a, b, c

W IniRlax;etat;l=etat
C1] 1 VarEtat "t x v’
2] 2100 ¢ b1l ¢ o5

G

Essayons

petat 8 128 ‘EgdRlax’ ‘arr’ Rurkut 1 3 p 0 1 0O
3z 3

etat[31;]
1.9375 T1.1406E7 ~1.15Z1E5

L'intégration diverge et c'est pire avec un pas d'intégration plus grand.

Essayons avec un pas de calcul 2 fois plus petit.
petate 8 256 ‘EgdRlax’ ‘arr’ RBurkut 1 3 p 0 1 0
257 3

L'intégration ne s'est pas arrétée ; mais c'est le chaos :



. | mhh

Une fonction "RunKutCtl" permet de contrdler la précision de l'intégration, évitant ainsi ces

difficultés : ) .
A néces=zaires
" petate EE 255! "BgdRlax’ “arr’ RurkutCtl 1 3 o 0 1 0
299 2

" —

0.8

0.5

0.4

0.2

0

0.2

T0.4

0.6

0.8

0 1 2 3 4 5 =] 7 g

résultat correct.
Si on compleéte 1'argument gauche de cet exemple on a

A tndt prec  éguaticons arrét
A | 11 10 1 0 1
etate (8 Z56 10242 1E™3 ‘EgdRlax’ "arr’ BurkutCtl 1 3 p 0 1 0O
A L préciszion
A rnombre max de subdivizions
A nombre min d° intervalles

Si on 'appelle sans argument gauche RunKutCtl indique sa syntaxe et les valeurs par défaut de
cet argument. Il peut y avoir deux sous-arguments gauches numériques : les étapes de
l'intégration (tndt) et la précision (prec). La parenthese évite les ambiguités. La structure de prec
doit étre compatible avec celle d'un état du systéme. Le choix d'appeler RunKutCtl avec une matrice
ou un vecteur pour argument droit obéit aux mémes regles que pour RunKut. La programmation de



RunKutCtl est analogue a celle de RunKut. Par exemple, si on appelle RunKutCtl par
A equations
A

|
(5 1001 "a b Equat <’ RFurkuotCtl ...

la copie textuelle de la fonction "équations" lui fait solliciter les équations ainsi
A &quations

M T 1

. 2 b Equat o fargumentLocal?l

Pour estimer I'erreur RunKutCtl rassemble les trois états de deux pas consécutifs égaux
i o ®(E+h) = (E+Zh)
les équations "Eqd" en déduisent les dérivées correspondantes
%' (t4rh) = Eqdix(t+nhl) neg0, 1, 23
RunKutCtl y applique la formule de Simpson et calcule la différence avec la variation de 1'état sur

ces deux pas
h
*CE+2h) - =it - —[x“(t) + 4 x'(t+h) + x“(t+2h3]
2

Si la valeur absolue de cette erreur estimée est supérieure a la précision demandée, RunKutCtl
rejette ces deux pas et recommence a x(t) avec un pas h/2. Si la valeur absolue de cette erreur

estimée est inférieure a 1/16 de la précision demandée, RunKutCtl poursuit a x(t+2h) avec un

pas 2h. Sinon RunKutCtl poursuit a x(t+2h) avec le méme pas h.

Mieux vaut utiliser RunKut quand on est str de la précision, car elle est plus rapide que
RunKutCtl.

Applications diverses

On peut utiliser ces fonctions pour intégrer tous les systeémes différentiels en mathématique,
mécanique, physique, électronique, automatique, thermique, chimie,... On dispose du code source, il
n'y a donc pas de boite noire.

Les fonctions

On peut trouver les fonctions
RunKut, RunKutCtl, VarEtat, IndVec, ValVec

dans le fichier APL*PLUS
EQUAT.SF

La composante 1 est une table des matiéres, les autres composantes sont les 0vr des fonctions de ce

fichier.

Les codes des fonctions IndVec et ValVec, appelées par VarEtat, sont listés dans I'article
TABLEAUX DANS UN VECTEUR UNIQUE

¥ & _r VarEtat 5_x:;5_o
C1] =5 o+ "Detat’ "etat’ “warEtat’ ‘chjBEtat’
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= Detateetate (& _rpll, T1T&_x2pl
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L7] 8 oes 0,00 L& rp’ 0, (008 o), "« ValVeo 218 _x
[zl ohjEtat-5_o



C11
LZ]

£33
4]
5]
[&]
C?]
[a21
=
L1017
C11]

C1z2]
[13]
C14]
L1517
C1&]

C17]
£121
£121]
[Z0]

[Z11]
[Z2]
[Z3]
[24]
[Z5]
[Z&]
[Z27]
C22]
[Z9]
L2017
[3211]
[32]
[2321
L2417

C1]
CZ]

[31]
C4]
=
[&]
L7]
gl
=
L1017
[1117
C1z]
£1321
C14]
L1517
C1e]
C17]

¥ & ==& m Burkut & ;&8 Int; & g;8 h;& 1;8 k& u
E_i+~c"Bgalif’

AV x0... 0 ... tn) = (EA-t00E nmx £'BEg’'y £'arr’yr Runkut =
t02

¥ Eg : éguations x"0t) « BEglxitl) ; ¥ par d&faut

A% N = nh de pas 4" int&gration : 1 par défaut

AV m = nb de =ubdivi=zions cachéez ; 1 par défaut

AV arr = arréter 1°inté&gration

AY tableaux gigogrnes =i Z=ppxi... O

B = (5 _=[;0i0l="/"1#5_=«0cr "Rurkut’ ¢ =(0Onc "&_m’ 1pE_A
Bem’, 02 (8 =2[;0ic+l]l="V 1£8 = ¢ ("% =8 =)/ c8_=)cq i

S meos cllioctl]E = ¢ S_=m—(dvive’ =38 =178 = o =0

E_ A E_ ke 02t 0p " E e, Eom ¢ E_heeima_kjfa_m ¢ (B _u & klZpie”
5_k/5_m1, ="

Bu-ll8 ur.=" "3] Bu 8 i ¢ 8= 02 L8 =[;0io0+1]="1"1x3 =
(8 kao=" "1lE B ¢ & (5 =h.2"8" 045 =

E B:ii'e'=s",8 2)/,8 =)ecE k ¢ (('RA'=",8 2)/,5_ =) 0

& _mfxos''cllio+lls_=

B h3T8 h,(pE kil 1 1 1 ¢ (8 _geleppB_=«8_ x1p3_C ¢ E_xecl 1lipp
B wlE_x

E_C:E_x+,5_x++f(p”5_x)p”0 o +E1TpE_z+:EDiD],”E_leO

E_ w1, T 1TpE_=1TE = < =5 glE8 D o & swec''5_x

B 0:8 ieTpd = ¢ S_m0lNL1lE h ¢ 8 x-S gll), 171,08 x)p3 x

{1 TpE = CCTpE =) +8 m), " 1TpE_x1pS =18 F ¢ & _hed hlOiol+x/s
S m.e

S_kel, (115 _md) 5 _iluTpE_=1-Oio

58 gl8 B ¢ B mc's =

& E:&_Int

& F:i»5 gld ¢ § =cl[Oicl=as =
Ai & _Int

Al &_i«D o 25_W

AiE & ueE hxdd &

Al = (v 0cerd EY o S =<0 (1+10E_i-1118 k), 11p3 _=ipS = ¢ =0
ALE_MiE_w-s_utzZxS_meS_hxd (S5 _x+E_u)

AL &_wed ude_ s xE_ a3 xS m)

Al E_wed u4s_hxalCE_x+E_m)

Al & _weE _xtas_u+d

Al & _=[0ic+E_kLlOio+E _i1; 1«5 _x

Ais Wi (0pE kI=5_i<& i+1l2p& U

WooE3_ =& a FurkutCtl & x;& _Int:& _o:rd kEM:& _nhid_heE;d erid _hid_k;
eI A=-H ==l H === = =)
& we 'Egalif’ ‘Zx10° "1E73
Y w0...t0...tn) « (Chr—t00E n o m3) fprectd £'Bg'd £ arr’t
PurkutCtl =0, .. t02

AV Bg @ éguation=s = (L) « BEgilx(tl) ; ¥ par défaut
A% N = nombre min de pas 47 intégration 3 1 par d&faut
A% m = nombre max de subdivizions : ¥ par défaut
AV prec = préci=zion ;¥ par défaut
AV arr = arréter 1’ intégration

AY tableauwx gigogrnes =i Z=ppxi...td)
B _de(E_dl;0iol="/"1#5_delcr "RurkutCtl’ ¢ —=(Onc "&_a' 1p&_A
B d-'m’, 02 (8 A0;0ic+1]1="9 18 d ¢ ("X '=eZ_d)/eq8_d)3 v

5 _deoe clDiotl]1s d ¢ S_zeldvive’ =48 d) 5 d o =0

S A b’ '=7"0p"E_ae,5_a ¢ (&8 u & kle, 2p(E_ bS5 _ad,c"
S_ueTlE ur=" “1] S_u (OicsS_y)

5 de 0 2 i3 dl;0io+11="1i"1x8_d

08 kao=" "1lE B o & de(5 droxtsw 0258 d

S B:rcC’a'=",8 A2/, 8 dlecE k o ('R, 5 A0/, 5 _d)ecE _u
& _del0f x> '=[0ic+1158 d



C12]
[12]
CZ0]

[21]
[Z2]
[Z3]
[Z4]
C251]
[Z&]
[Z7]
[Z58]
[22]
L2017
[211]
[32]

[2321
L2417
[351]
[3e]
[271]
[z221
[321]
C40]
[41]
[42]
[43]
C44]
[45]
[4&1]
[47]
[451]
L4291

E_ueima_b)fa_a

E_eeclTE8 u o E_Epe,TillE_uJ,CQ & E_EPFE_EP,EPE_EPJLEEDiD+2335_y
(8 h2 B_nh 8 kM8 e, (pE_ )l 0 1 ,2(0ic+1128 v ¢ E_nh<0_GT
E_nh+z

& hed& hz+& nh ¢ & kM—+E kM

& er(cOlE_eri+ 2 32

S[E_geZrppd =& _x1pE C o S_x+CE_1lepS_x]E_x
E_C:E_x%,E_x++pr”E_xJp”0 & %ElTpE_zez[DiD],”E_leD

S w01, T 1tpE _=iTE8 = S5 gl8 0 ¢ 8 wec''S w ¢ 5 =c'5 =
E_D:E_xeiEE_gllJ,_lTl,pE_xJpE_x & B_ie 24 TpE_= ¢ 8_keel

& Int & ded & w0 & =3 F
E_E:=(&8 kM-8 keed kx0.51/8 1 ¢ S_x18 v ¢ 58 u-T8_d
& FiE decE 0 o §_wecE _x ¢ 8 _hided hxE _ked _ke-5_kel&_nh
E_Int E_hZx0.5

& _Int E_hZx0.5

v/ e s erecl, (o= 1 0 1 S8 yI+E h2x(o+/ 1 4 1 =5 d):60/
& E & &

E_kecllZ2xE_k
E_ Gl 141 TpE ==& ie& 14Z1p8_H ¢ B_=z«&_=; 01000, 1TpE8_x1pE_=
& H:5 =[&8 i+L2;]ex,"1Ll5 v

=408 ew0aE nhe& _nh-&_kipE F
E_I:E = ClITE_i4+2-5_e2), 1TpE_=)p&E_=

=& glo ¢ 8 meclOinlos =
Ai & Int & h
i +(0%35_h) |8 U
AL & _w—s_h=sS_u
Al E_ued Ut xE_asdm hxal(E _wdd ux0. 5]
Al E_ued Ut xdE bed il (&S _w+dE_ax0.5)
Al S_wed u4e_hxdl(E_x+3 ko
Al B _weE x+E_u+b
ALE & _ued S_xx
i B_eev/ Oocs
Al &_ded d,=5 U
Al & _wes _y,c8_x



