POLYNOMES ORTHOGONAUX

R.Coquidé (01/02/2025)
1) Hypotheses, notations et théorémes de base
Dans cet article on utilisera :
[a,b] : intervalle réel de longueur finie ou non
w(Xx) : fonction « poids » réelle positive ou nulle continue dans [a,b]
(sauf peut-étre aux extrémités de 1’intervalle). Les intégrales des moments du

poids f\v(x)x"dx sont supposées convergentes pour tout entier n > 0.
a

b
(Ceci implique que [w(x)p(x)dx converge pour tout polyndme p(x) )

a

F.Ca,b) : ensemb]e des fonctions réelles telles que
f‘V x)dx et f\v )f*(x)dx  convergent
(s il n’y a aucune amb1gu1té on notera F = F.(a,b) )
on dira que f = g (pp) si ces 2 fonctions sont égales « presque partout »

(sauf peut-étre en un nombre fini de valeurs de x situées dans [a,b])
on a alors :

b

g (op)) == Jw(x)[f(x)—g(x)]dx=0 et

a

g () <=> [w(x)[f(x)—g(x)Fdx=0

(f

(f

S’i1 n’y a aucune ambiguité on écrira f = g a Ta place de f = g (pp)
Les fonctions « 0 » et « 1 » sont égales (pp) a 0 et 1 respectivement

Oon utilisera les notations :
fOOllglx) signifiant « égal a une constante multiplicative prés »

si m=n
si m#n

1

Symbole de Kronecker : (2mn=<0

Symbole de Pochhammer :

I'(a+n)
I'(a)
(a)=1 (0),=0 (1),=n!

(a),=a(a+1)(a+2)...(a+n—1)= si aeC—{0,—-1,—2...—n...] n€N

NZQRCEFPIE Codian October Nine
Un polynbme est dit « wunitaire » si son coefficient dominant est égal a 1

c’est-a-dire si n 2:(4 avec c,=1

Définitions 1 :

C'[a,b] = {ensemble des fonctions réelles de [a,b] continues
ainsi que leurs dérivées jusqu’a 1’ordre n inclus}

Remarque: on a C°[a,b] D> C'[a,b] D C’[a,b] D... D C![a,b] D C'[a,b] >C3eV



Définitions 2 :

P :ensemble des polynomes (espace vectoriel de dimension infinie)

Py :ensemble des polynomes de degrés < N (E.V de dimension N+1)

On a pour 0 < K < N : P« ¢ Py ¢ P (cesontdes sous-espaces vectoriels réels imbriqués)
DCd eV

On notera E.={0,1,2,..,n} et En,i=En sauf i ol ieE,



I1) Théorie mathématique générale des polynomes orthogonaux

A) Théoréme 1 :

F a une structure d’ESPACE VECTORIEL sur R car F vérifie les axiomes :
(a) Loi de composition interne « + »
Pour toutes fonctions f,g,h de F et tous les nombres A et p de R :

(fF+g) +h=Ff+ (g + h) Associativité
f+0=0+fF Neutre
fF+(-H=CH+Ff=0 Fonction opposée
f+g=9g+f Commutativité

(donc F muni de « + » a une structure de GROUPE ABELIEN)
(b) Loi de composition externe « . »
Pour toutes fonctions f,g de F et pour tout nombre X\ et y de R :

A.f dans F

A(u.P) = Q\W.F Associativité

A+ W.Tf=ATF + u.f Distributivité

A(fF+9g) = AT+ A9 Distributivité

1.f = f

0.f=0 (s’i1 n’y a pas ambiguité on oubliera Te point « . »)
B) Définitions 3 :
On notera :

IfIF= w(x)f*(x)dx |, |(f.g)=] w(x)f(x)g(x)dx et [d(f.q)=|fgl|

pour f et g dans F.(a,b)

C) Théoréme 2 :

<f,g> existe avec <f,g>=%(Hf+g||2—||f||2—||g||2) et |—lfllgll=(f.g <lIfIlllgll] (Schwarz)

Démonstrations :
Jwx)(f(x)xg(x)dx=[ w(x)f*(x)dx=2 [ w(x)f(x)g(x)dx+[ w(x)g*(x)dx=0 =
w0 (1) (x)dnl<Llf P glF) = <F, gom [w(x)f(x)g(x)dx converge.

a

cqgfd et

() (x) g (x) = wix)f(x)dxe2  wix) £ (x)g (x)abes | wlx) g% (x)
=£2<f-g>=||f+g||2—||f||2—||gﬁ2b " ) “ )
Fw)(r(xpseg(x)F av=f wix)Fix)axs2ef wixF(xigx)axee fwix) g (x)ax=o0

IfIF+2¢(f,g)+t||g|’>0 trindme de degré 2 de la variable t avec A=(f,g)’—|/f|[-lg|f<0
donc (f,g)’<|IfIFllgIf donc ~Ifll-llgll=<f, g <lfl-gll cqfd



D) Théoréme 3 :

b
<f,go= | w(x)f(x)g(x)dx est un produit scalaire ( il vérifie les axiomes

d’une forme bilinéaire symétrique définie positive ) car pour tous f7,g,/ dans
F et pour tous A et yp dans Ron a :

(Af,g)=(f,Ag)=A(f.g)

(Af+uh,g)=A(f,g)+ulh,g) forme bilinéaire

(f,Ag+uh)=A(f,g)+ul(f,h)

(f,9)=(g.f) symétrique
(f,f)=0 <=> F(x)=0 (pp) dans [a,b] définie
(f,f)=0 pour toute f dans F positive

si (f,g)=0 f et g sont dites « orthogonales »

E) Théoréme 4 :

b
”f”2=<f,f>=:f\V(X)fZ(X)dX If]l est une Norme sur F vérifiant Tes axiomes :

IFII=V<F . F)

Ifll=0 <==> =0 (pp)

|AfII=]ALIf]] produit par une constante

IF+gll=lIfll+l gl inégalité triangulaire (Minkowski) [|f+gll<lfl+/gl

Démonstration:
Les 3 premiers axiomes sont évidents, le dernier mérite une démonstration :

[F+glP= [ wix)(F (x)+g(x) = wx)f(xPdx+ J w(x)g(x a2 f wix)f (x)g (x)dx

a

IF+gll*=IFIF+lglf+2¢f . g <IFIP+lgl*+2[fIIgll=C(IfI+llgl)* C(avec 1’inégalité de schwarz)
If+gl*<(Ifli+llgl)” = lif+gl=lfll+ligl cafd



F) Théoréme 5 :

\d“ﬁg)z”f—g”‘est une distance sur F car les axiomes suivants sont vérifiés :

d(f,g)=0

d(f,g)=d(g,f) symétrie

d(f,g)=0 <=> f=g (pp) réflexivité

d(f,g)<d(f,h)+d(h,g) inégalité triangulaire (Minkowski)
d(Af,Ag)=|Ald(g,f) produit par une constante
Démonstrations :

Les 3 premiers et le dernier sont évidents.

on a ||[F+G||<||F||+|G]| (Sschwarz) posons F=f-h et G=h-g on
obtient :

I(f =h)+(h=g)I=lIf —hll+Ilh—gll = [I(f —g)I=<lf —hll+[h—gll = d(f.g)=<d(f,h)+d(h,g) caqfd

G) Définitions 4 :

(A ne NN : famille de fonctions

() n <N : famille finie de fonctions

() <, i>=0 : famille (finie ou non) de fonctions orthogonales

(R) <f,f>=0, ||f.]=1 : famille (finie ou non) de fonctions orthonormées
H) Définitions 5 :

P :ensemble des polynomes

Py :ensemble des polynomes de degrés < N pour N entier > 0

On a pour 0 < K < N : P« ¢ Pv ¢ P c F (ce sont des sous-espaces vectoriels réels imbriqués)
(x) nelN: famille 1a plus simple de polynomes (base de FP)

(¥) n<N: famille finie 1a plus simple de polynomes (base de P.)

I) Théoréme 6 :

Méthode d’orthonormalisation de Gram-Schmidt (création d’une famille de
polyndmes orthonormés) :

b
on pose : Po=1/] w(x)dx =constante = | poll=1

[SN

n—
n

[xn_ <X ,p,->p,-(x)]

IIX"—; (x", py) pi(x)l

= Ip.ll=1

= |~
-

puis pour n>0 : | p,(x)




Démonstration :
vérification : pour 0 <m < n-1 on a

(EQ R SR R 2
(por Py i _K :P:,_>1 ( ,p,,,>||p,,,||]:0 = [ po pi=0
||xn_§)<xn’pi>pi(x)” ||Xn_§<xnapi>l’i(x)”

m<n
La famille de polyndmes (p.) nelN est orthonormée

Soit (xn) nelN une suite de réels non nuls.
(0. ) nelest une famille de polyndmes orthogonaux

soit (g.) neN une famille de polyndémes orthogonaux

(p) neNou p,,::Hq"|| est une famille de polyndomes orthonormés

J) Théoréme 7 :

Si (p) nelNest une famille de polynbémes orthogonaux pour [a,b] et w(x) on a :

b
fw(x)pn(x)dx:O pour n>0

Démonstration :

b b
0=(py, P.)=] w(x)po(x) P.(x)dx=p, | w(x)p,(x)dx=0 or p.=constante=0

b

donc fw(x)p,,(x)dxzo cqfd

a

K) Théoréme 8 :

Si (p) nelNest une famille de polyn6mes orthogonaux pour [a,b] et w(x)
tout polynbme ¢g.(x) de degré n peut s’écrire de manieére unique :

n (Qns Pr)
q.(x)=2 ¢, p,(x) avec ¢, ="K
k=0 | Pyl

Démonstration :
lTes p« constituent une base de . bonc les coefficients sont uniques. De plus :

" " (o> D)
(@, 0= P D=3 (P D)= P P=C PP > c=-T1n2 Pk

=0 = 1Pl

cqgfd



L) Théoreme 9 :
Si (p) neNest une famille de polyno6mes orthogonaux pour [a,b] et w(x) et si

on note | p,(x)=> a"x* ot |a™#0| pour tout n > 0

il existe une relation de récurrence de la forme :

xp,(x)=A,p,..(x)+B,p,(x)+C,p, ,(x) ol A B., G, sont des constantes

N <Xpn’pn+l> a(nn) <xpn’pn> a(nn—)l a(nn+1)
ou An: 2 (n+1) B": 2 (n) _(n+1)
[Paall”  aniy | p.ll a, a,,
_<Xpn’pn—1>_ ||pn||2
C,=———7 —Au 2
[Pl [Pl
Si Ta famille de polynOGmes est orthonormée : C.=A,_,
Si la famille est normalisée avec le coefficient du plus haut degré égal a 1
2
a™=1 pour tout n, on a alors : |A,=1| B,=a", —d"™" C,.= P, 5
1Pyl
Démonstrations :
xp»(x) est de degré n+l. Donc xp, (x Z DX
Par suite (xp,,p;)=0 quand i > n+l
(xp,,P;)={P,>xp;)=0 quand n > i+l c’est-a-dire i < n-1
ponc (xp,,p;)#0 uniquement pour i € {n+l,n,n-1}
n+1
X n?’ n+
bonc <Xp"’p"+1>:<zdkpk( )’pn+1> dn+1<pn+1’pn+1> = dn+1 w
k=0 ||pn+1||
s (XPns> Pn)
<xpn’pn>:<zdkpk(x)’pn>:dn<pn’pn> = dnziz
k=0 P,
n+1
X nYEFn—
<xpn’pn71>:<2 dkpk(x)’pn71>:dn71<pn71’pn71> = dn_1:< ||I) p||21>
k=0 Pn1
Seuls dhw: , d, , d,-1 sont non nuls. On pose A,=Gh.: , Bn=d, , GCo=0y1 d’ou
X b4 n+ X n’ n X nYEn—
xpn(x):Anpn+1+Bnpn+Cnpn—1 ’ An:< p" p21> ’ Bn:< p 12) > ’ Cn:< p p 21>
72 | p,ll [P,
cgfd
En identifiant les puissances n+I et n de x on obtient :
4" (n+1) a,’
x*: o a =A,a,., = A= mey cafd
n+1
a(n a(n+1) a™ a n+1)
x': a" =A d™+B a" - B=-01_p 7 "0l _n cqfd
n—1 nn n-n n (n) n a(n) an) (n+1)
n n n+1
_<Xpn’pn—1>_<pn’xpn—1>_ <pn’pn>_ ||pn||2
Cn_ 2 2 -1 0 2 " a1y 2 qud
[Pl | Pl [Pl [Pl

si la famille est orthonormée | p,/[=[p,.l=1 = cC,=A,, cafd
Si la famille est normalisée avec 1 pour coefficient de plus haut degré :



_ I

a =
" lpall

(n)_a(n—l):a(rﬁl):l = A=1 , B :ain_)l_a(n+1) , C CC]'Fd

n =~ “n-1 n+1 n

M) Théoréme 10 :

Si (p) nelN est une famille de polyndmes orthonormés pour [a,b] et w(x) on a
Ta 1% jidentité de Christoffel-Darboux :

(x—y) z P(%) Py ()= ALy (%) Po(y)= Puna(¥) pa (%))

Si la famille est orthoqona1e sans étre orthonormée :

[Prai(X) P (¥) = Prat(¥) P, ()]

Z Pk ) A,

k=0 ||pk|| ||pn||||pn+1||

Démonstration :
on multiplie par p,(y) 1a relation de récurrence précédente puis on échange x

et y :
XPo(X)Po(y)=A,Ppat(x) P, (y)+B,p,(x) p,(y)+C,p,_1(x)p,(y)

Y Pu(X) Pu(Y)=A,Prat(¥)Pa(X)+B,p,(X) pu(y)+C P 1(¥) Pu( X)
on soustrait en remarquant que C=An-1

(X_y)pn(x>pn(y):An(pn+1(x)pn(y)_pn+1(.y)pn(x))_An—l(pn(x>pn—1(.y>_pn(y)pn—l(X))
on remplace n par k et on somme entre 1 et n et on simplifie

n

D (x=y)p(x) p(x)=A,(Pps(X) Po(¥) = Pris (¥) Po(x))— Ao (P, (x) Po— P, () Po)

k=0

(0)
a AY
or Ao(Pl(x)Po_Pl()’)Po):Aopoa(f)(x_Y):Topoa(l )(X_Y):(X_Y)PO(X)PG(}’) d’ou
a,

(x—y)k";pk<x>pk<y>=A,,[p,,+1<x>p,,<y>—p,,H(y)pn(x)] cqfd

N) Théoréme 11 :

Si (pn) nelN est une famille de polyndmes orthonormés pour [a,b] et w(x) on a
Ta 2éme identité de Christoffel-Darboux :

Zpk( )=A,[Pyr(X) po(X) =P, (X) Py (X)]

Si la famille est orthogonale sans étre orthonormée :

" px) A

Z - [ ’n+ X)p,\X)— ’nx e X}

Z il Topoa Pt X PalX)=Pol(x) P (X)
Démonstration :

on utilise Ta 1¢ relation de Chritoffel-Darboux sous la forme

L _ o P ()P (y) = Paaa (y) pa(x)]
kzzopk<x)l’k<}’)—An (x—y)

on obtient :



Poei(X)Pu(y)=Poa(¥) DoY) p,,+1(y)pn(><)—pn+1(y)pn(y)]

k=0 (x—y) (x—y)
$ nxlpaly)=a, (2o X el () PPV ) o quand y - x
> p2(x)=A, [Py (x) po(x)— P (x) pps(x)]  cafd

O) Théoréme 12 :

Si () nelNest une famille de polyndomes orthogonaux pour [a,b] et w(x)
Te polynbme p,(x) a n racines réelles, distinctes situées toutes dans Ja,b[
I1 en résulte que pour tout n : p.(a)=0 et p,(b)=0

Démonstration :
f\v dx 0 quand n > 0 pn(x) s’annule au moins 1 fois dans Ja,b/
soit X: Xz... Xk les points de Ja,b[ ou s’annule p,(x)

posons gi(X)=(x-x ) (xX-x2)...(x-xx) . On al < k.
Par 1’absurde, supposons que Kk < n.
P,(xX).q«(x) garde un signe constant dans [a,b]

b

Donc f\v(x)pn(x)qk(x)dx est non nulle. C’est ABSURDE car <p,,ge>=0 si k < n.

a

Par suite, k=n cqfd

P) Théoréme 13 :

Si () neNest une famille de polynomes orthogonaux pour [a,b] et w(x)
entre 2 racines consécutives de p,(x) se trouve une racine de p,-:(x)

Démonstration :

Supposons la famille de polyndémes orthogonaux normalisée avec les
coefficients du terme de degré maxi égal a 1. Cela ne restreint pas la
généralité de Ta démonstration car en multipliant chaque polynome de 1la
famille par une constante non nulle on ne change pas les racines.

n

on note p, (x)=2. ag(")xk ot da"=1 pour tout n > 0

el

[P

I1 vient po(x)=1 pl(x):x+a5)1) p,(x)=x* +a(1)x+a5))

La relation de Christoffel-Darboux devient
pn+1(x):pn<x)[X_Bn]_cnpnfl(x>

pour n=1  p,(x)=p,(x)[x—B,]-C,p)(x) = p,(x)=(x+a,’)[x—B,]-C,

notons Xx,« la ki*" racine de p,(x) pour l1<kz<n

Pz(x1,1):(xl,1_B1>P1(x1,1)_c1 = Pz<x1 1) —C,<0

= Xz1,;7 est donc entre Tles racines du po1ynome du 2¢ degré p.(x)

c’est-a-dire Xz,1 < X1,1 < X2, = le théoréme est juste pour n=2

Par récurrence, on le suppose juste jusqu’a un ordre n-1

on a pn(x):pnfl(x)[X_anl}_cnflpn,z(x) et pour Xx=Xp-1,7

pn(xn—l,i):_Cn—lpn—Z(Xn—l,i) (Car pn—l(Xn-l,i)=0)

et pour tout n >0 A,=1 B =a, 6 ,—a C = >0

n—




Les nombres pn_z(xn_l,i) sont alternativement positifs puis négatifs

pr(x) qui change n-2 fois de signe posseéde n-2 racines dans JXp-1,1, Xn-1,n-1[
Xn-1,1<Xn-2,1 €t Pn-2(Xn-1,1) & le signe de (-1)"?
Pn(Xn-1,17) @ le signe de (-1 car G-1>0
Oor pour x<0 assez grand en module, p,(x) a le signe de (-1)”
Donc p,(x) a une racine entre a et Xp-i1,1
On peut montrer de méme que p,(x) a une racine entre Xp-z,-1 et b
Et le théoreme est encore vrai a 1’ordre n. Etant vrai pour n=
il est vrai pour n=3 = .. = il est vrai pour tout n>IZ cqfd

Q) Définition S :

On nomme Fonction Génératrice d’une famille de polynomes une fonction
développable en série entiere de la maniére suivante :

G(x,1)=3 @,p,(x)t"

(R,) keN étant une suite connue de réels non nuls

R) Théoréme 14 :

Soit G(X,t)zz Qkpk(x)tk fonction génératrice d’une famille de polyndmes.
k=0

(p) kelN est une famille orthogonale pour w(x) dans [a,b] si et seulement si

1’intégrale I= [ w(x)G(x,t)G(x,s)dx est une fonction du produit (ts).

Démonstration
b

(Pr>p;)=0 si k=j ; I= EW(X)G(x,t)G(x s)dx= {w ngpk( )t 2 p;(x)s’dx

0

o b
== <Pk:Pj>:0 si k=7 ; I= Z ijtkS’fw(x)pk(x)pj(x)dx ==

=0 ]:0

k
(pisp;)=0 si kej ; I= 2, > Q;t's'(p,,p)) ==

k=0 j=0

I= goﬂkﬁkt"sk<pk,pk> e I kZoQiIIPkHZ(tS)" cqfd

S) Théoréme 15 :

Si (p) nelNest une famille de polyndbmes orthogonaux pour [a,b] et w(x) et si
n est fixé, le polynome g.(x) le plus proche d’une fonction AX) € F vérifie :

a(x=Y ap(x) e | a=DP
k=0 1A
Inégalité de Bessel
2 . <f Pk> - 2 2 2
et | d(f,q,)=IIfIF- 26 ™ ||f||—z a,l|p.ll kzakHPkH <||fll
= k =0

Les a, sont nommés « Coefficients de Fourier de f(x) pour w(x) sur [a,b] »

Démonstration
Les coefficients ac doivent minimiser la distance d(q,,f) Il fautdonc:



0=32-a'(q,,f)= 521X ap~fI'= 32 (X apf. X ap,f)

ak k10 k'“

=0 Zn:i a; j<Pi’pj>_2i§4)ai<Pi:f>+<f’f>]:aiak{ai”pkH2_zak<pk:f>+||f||2}

0=
—2[a,llpP—2(f,p0)] = :% caf
d*(q,.f)= <Za pi— fZa p,—f)= ;}Zﬂa,axpnpﬁ ZZa<f po)+(f.f)

(a0 1)= 3 ai o p0) -2 3 ay(f, o+ D=l z“‘c‘ "|'|;> =IflP- 3 aillp? cat

n

Onen déduitaussi Y, a||pIP<|IfIF cqfd
k=0

T) Théoréme 16 :

Si (p) nmelNest une famille de polyndomes orthogonaux pour [fa,b] et w(x) et si
n est fixé, le polynbme unitaire g.(x) de degré n ayant la norme minimale est
Te polynbme unitaire p,(x).

Démonstration :
On peut écrire qn +Z Ckpk Ona:
b n—-1 n-1
lauli=] wixllp,(x}+3 copy I =lp i+ 3 cye, f w p;(x)dx
a k=0 k=0 j=0
n—1 n—-1
lgalP=lpaP+2. 2 cc;lipll 805 i=IlpI +Z o’ llpilP minimale si ;=0 V' k<n
k=0 j=0

c’est-a-dire si  qn(x)=pn(x) cqfd
U) Théoréme 17 :

Si () nelNest une famille de polyno6mes orthogonaux pour [-a,a/ et w(x)

fonction paire ( w(-x)=w(x) ) on a : | p,(—x)=(—1)"p,(x)
Pan(X) ne contient que des puissances paires de x
Pzn1 (XD ne contient que des puissances impaires de x

La famille de polynémes ( r,(x)=p,,(Vx)) meN est orthogonale relativement a

[0,&] et wl(x)zwf/?)
Vx
La famille de polyndmes ( sn(x):pz%(x)) nelN est orthogonale relativement
a
[0,#] et w,(x)=w(Vx)Vx
Démonstrations :

Sinem : 0= fw x)p, (x )pm<x)dx:+f:w(x)p,,(—x)pm(—x)dx R

pn(—x)—knpn( ) et, en examinant les termes en x" = k.=(-1)" cqfd
on a donc p.,(-x)=p(x) et px(x) ne contient que des puissances paires de x



Pone1 (~X)==P2e:(X) €t pa.1(X) ne contient que des puissances impaires de x cqfd
En posant p,,()=r,(xX%2) et puu.:(xX)=xs,(xX?) on obtient pour n=m :

0:]:w(x)pZH(x)pZm(x)dx:if:w(x)rn(xz)rm(xz)dXZZIw(x)rn(xz)rm(xz)dx on pose y=x°

Osz%w V) =T W)y () cate

o{f:w<x>p2,,+1<x>p2m+1<x>dx:iw(x)xzsn<x2>sm<x2>dx:z+fw(x)xzs,,<x2>sm<x2>dx

2 2
a

on pose yox? = o:"{www ra(Y)rn(y)dy=J wy(y) ra(y)ra(y)dy  cqfd

0

V) Théoréme 18 :

Si () n elN est une famille de polyndomes orthogonaux pour w(x) et [a,b] fini
et si feF (continue (pp)) on a | 2. a;|p./P=IIfI | avec a,;% (Parseval)
k=0 Py
Si la famille est orthonormée : | 2 @,=|If’ | avec | a,=(f,p,)
k=0
Démonstration :

La fonction f(x) peut avoir dans [a,b/ un nombre fini de
discontinuités de 1°¢ espece. Soit A un nombre positif
arbitrairement grand. on définit une fonction g,(x)
continue, égale a f(x) sauf au voisinage d’un point c¢ de
discontinuité de F(x) ou elle est égale a une fonction
1inéaire de pente +h ou -A passant par le point d’ordonnée  fetish

yC:lim[f<C+£)+f(C_£)]

>0 2
gn(x) est continue dans /[a,b].

c+e)+flc—e

R ]
-0 2

Et gn(X) » g(x) quand h » o .g(x)=f(x) en tout point de continuité de F(x).

Donc, pour tout x ou Ff(x) est continue :

Pour tout €0 arbitrairement petit il existe A=h(x,€)>0 suffisamment grand

tel que | FOX)-gn(Xx)|<€;.

Puisque gr(x) est continue dans [a,b], intervalle fini, on peut Tui appliquer

lTe théoreme de wierstrass : on peut approcher gy(x) sur [a,b] aussi pres qu’on

Te veut par un polynome g,(x). C’est-a-dire :

Pour tout €>0 arbitrairement petit il existe un entier positif m=m(e&,)

suffisamment grand et un polynéme @,(x) de degré m tel que |gr(X)-gn(x)|<€; pour

tout x dans [fa,b].

= Donc, pour tout x ou F(x) est continue :

Pour tout €3;>0 arbitrairement petit posons €=€,=€3/2

| FOO-gn OO | =| [FOO -9 OD T+[9n O -G (XD T <| FOXD-gr O 1 +1 gn XD -gn (XD | =2 (€5/2) =€
b b
on a d(F(x),g.(x))= [ w(x)[f(x)—q,(x)dx<ei[ w(x)dx posons .= £

a 3 b

(voir figure).

en tout point de discontinuité de F(x).

[ w(x)dx
Donc pour tout x ou Ff(x) est continue et
pour tout €>0 arbitrairement petit il existe un polyndme g.(x) tel que
d(f, g<e .
Oor on sait que Te polynéme de degré m le plus proche de F(x) est



(f>pr) o

g(x)= Y ¢, p,(x) avec ¢, = ;- et que
= irA
= (P o
d*(f,q,)=IfI" - > ===l "= 2 allp.I
k=0 ||yl =

or d(f,q,)<€ si m est suffisament grand, € étant choisi aussi petit qu’on

veut. Par suite quand €-0 m-o et Y. a;||pF=IIfIF cafd
k=0

Et si Ta famille est orthonormée Zai:Hsz cgfd
k=0

Remarque :

Si (p.(x)) neN est une famille de polynomes orthogonaux avec [fa,b] et w(x)
et si (h,) nelN est une suite de réels non nuls la famille de polynomes
(g.(x)) nelN telle que g,.(x)= h,pr(x) est aussi orthogonale avec [a,b] et w(x).

W) Théoréme 19 :

Quadrature de type Gauss

Si (p.(x)) neN est une famille de polynbémes orthogonaux avec f[a,b] et w(x)

x(j") ,J=0,1,2,3,..,n7 étant les racines de pn.s(X). pour fek,(a,b) on a :

b n
fw(x)f(x)dxzz é’(j")f(x(j")) formule exacte pour FOO)=qc(x) ; k<2n+1
a j=0

Les poids sont les « nombres de christoffel »:

D
e d o B porieirey | p, Pl
ALY ANEUT NE
k=0 [Pyl
Si les polyndmes orthogonaux sont unitaires : | D,=||P,||||P,.,ll

Démonstration :
b n

on cherche fw(x)f(x)dxzz g‘,‘(j">f(xj) formule exacte pour FOOJ=q(x) ; Osks2n
a j=0

telle que x;eja,b[ ; 7=0,1,2,3...n posons G.:(X)=(x-Xo) (X-X1)...(X~Xy)

b n
et FOO=X"qn.1(x) ; Osmsn-1 = fw(x)x'"qn+l(x)dxzz é‘(j")x;."qml(xj):O
a j=1

bonc q,(x) est orthogonal a x” pour Osm<n-1 = .| | pn(X)

Par suite Tes x(j") e€/a,b[ ; j7=0,1,2,3...n sont les racines x(j") de pn.:(x)

on a donc p,,+1(x(j") )=0 ; 7=1,2,3...n cqgfd

I1 reste a déterminer les nombres de Christoffel Z(j") ; J=1,2,3...n

Utilisons 1a 1¢ formule de Christoffel-Darboux pour y= x

j a 1’ordre n



Z plx")_ A, [p,,ﬂ(X)pn(x(j")) Pout (X)) pa(x )]

or pn+1(x =0
= ||pk|| [Pallll Pl (x—x\")

on multiplie par w(x) et on integre de a a b

n (n)\ b (n)\ b
Z pk(sz)fW(X)pk(x)dX:Anpml(xj )J‘W(x) pn(x(,),) dx = A p+1 z qu
a —X

iz |pll [PallllPreall (x—x]") |\Pn||||Pn+1||
en posant q(x)= p,,+1((n) (degré n) q(x<k" )=0 pourk=j;
(x Xj)
v PaalX)
Q(X(j )):llm;(,,): n+1(x(j))
x-)x]. (X Xj )
b
et [w(x)p.(x)dx=0 si 40 ; . fw x)psdx=1 I1 reste donc :
a 0
(n)
A .
1:M éjp;,+1(x(].")) or (th 11 pour x=x<j") a 1’ordre n) :
||Pn||\|Pn+1H
Zp" p__ A, [P (X)) po(X]) = po(x) pra (X)] avec praC X[ D=0
Ip? P[Pl
C lm 1 [Pl Pl D
d’ou é(‘ )_ n = n nn n = n . n
! Z pi(x[") AP (X7 pu(x) P (X7 p,(x)
iz lIpilP
o sosane . 2PallPacl
A

n

Si les polyndmes orthogonaux sont unitaires A,=1

donc D,=|[p,lll[ppll  cafd



IIT ) Polynomes orthogonaux classiques

A ) Définition 6

« classique » si w(x) vérifie 1’équation différentielle :

Une famille de polyndomes orthogonaux relativement a [fa,b]/ et w(x) est dite

%[u(x)w(x)]:v(x)w(x) avec | v(x)=Ax+pu | (polyndme de degré 1) et
u(x)=0(x-a) (b-x) si a et b sont finis
u(x)=0(x-a) si a est fini et b=x
u(x)=0b-x) si a=-o et b est fini
u(x)=1 si a=-o et b=w
B ) Théoreme 20 :

extrémités de 1’intervalle [a,b]. De plus, pour tout entier m>0
hm[x'"u(x)w(x)]ZO et | lim[x"u(x)w(x)]=0

xa x->b

w(x) est contindment dérivable et ne peut avoir d’asymptote verticale qu’aux

Démonstration :
D’apreés 1’équation différentielle

w(x)[v(x)—u(x)]

u(x)

w(x) est continue dans Ja,b[ (voir I Hypothéses et notations)
v(x)-u’(x) est un polynome (continu) dans [a,b/ (voir définition 6)
u(x) est un polynome (continu) dans [a,b/ qui ne peut s’annuler qu’aux
extrémités de 1’intervalle (voir définition 6).

w(x)w(x)+u(x)w(x)=v(x)w(x) = w(x)=

Donc wW’(x) est continue (sauf peut-étre aux extrémités de 1’intervalle).

Pour tout x; et x, tels que a<xi<xz<b et pour tout entier m>0 on a :

X X

[X"’u(X)W(X)KFf;—X[X'"u(X)W(X)]de{mX'"_lu(X)W(X)+X"'[V(X)W(X)]}dx

X, Xy

si xma o [XTu(x)wlx)l=)wlx)mx™ u(x)+x"v (x))dx= ] w(x) g (x))dx

lim [ x"u(x)w(x)]=x5 u( fw )(@mer(x)}dX  converge

xX=a

si xb [x’"u(x)W(X)]i:fW(X){mxm”U(X)HV( )} dx= fw )@ (x)}dx

lim [x"u(x)w(x)]=x}"u(x,)w(x,)+ | w(x)(qp..(x)/dx  converge

x->b X,

ponc lim[x"u(x)w(x)]=Y,, =cste lim[x"u(x)w(x)]=Z, =cste
xa x->b
Y» et Z, sont des constantes dépendant de m. Démontrons que Y,=Z,=0

Par 1’absurde supposons que pour un m fixé on ait Y,=0
1) Si a=-w

Y, . =lim[x{x"u(x)w(x)}]=+w absurde = V,=0 pour tout m>0 cqfd

xX=>a

2) Si a=nombre fini

cqgfd




Yo=0 car Y.=aYo = w(a)=xo car w(x)= Yy/u(x) = w(x) n’a pas de moments
(absurde) = ¥,=0 pour tout m>0 cqfd

Par 1’absurde on démontre de méme que Z,=0 pour tout m>0 cqfd

C ) Théoréme 21 :

Soit une famille p,(x) de polynbémes orthogonaux classiques définis par
[a,b] ; w(x) ; u(x) ; v(x)
a) les dérivées p,’(x) constituent une famille de polyndémes orthogonaux
classiques définis par :
[a,b] ; wi(xX) ; u:(x) ; vi(x)
avec wi(xX)=uCow(x) ; ui(x)=u(x) ; vi(x)=u’(x)+v(x)

b) les dérivées kictmes p,®(x) constituent une famille de polyndémes
orthogonaux classiques définis par :
[al b] s Wk(X) y Uk(X) y Vk(X)
avec wOO)=u0COw(x) ; uOCO=ulx) ; viO=k.u’ (x)+v(x)

Cela implique pour tout k€N et pour tout melN les formules

1i_1)1: [x"u(x)w,(x)]=0 | et lim[x"u(x)w,(x)]=0

x>

et les équations différentielles

[u<x)wk(x)]:"k(x)wk(x)

dx

Démonstrations :

m—1

b
a) ona 0=p, (x)x" 'v(x)w(x)dx pour m<n (car x"2v(x) est un pol. de degré m)

b
= Ozfpn(x)x'"fli[u(x)w(x)]dx (d’aprés définition 6). On intégre par

dx
parties :
0=[p,,(x)x'"‘1u(x)w(x)]';—{p;,(x)x'"‘lu(x)w(x)dx—(m—1){p,,(x)x""zu(x)w(x)dx

Te crochet est nul (th1l6), Ta 2¢ intégrale est nulle (X" ?u(x) de degré < n)
b
> 0= p,(x)x" 'w,(x)dx (en posant wi(X)=u;(OW(X) et wiCO=u(x))
Les pol p;,,(x) de degré m-1I sont orthogonaux aux puissances de x inférieures a

n-1 donc a p»(x) pour m<n-1 donc 1ils constituent une famille orthogonale pour
[a,b] et wi(x).

De plus :

e ux)wi(x)]=w (x)wy (x)+u(x)v(x)w(x)=[w(x)+v(x)]w, (x)=v, (x) wy(x)
ol v,(x)=[w(x)+v(x)] est un polynéme de degré I

Les pol p.(x) de degré n-1I constituent une famille orthogonale classique pour

[a,b] , w:(xX) , us(x) , vi(x).

b)Par récurrence il est immédiat que pour les dérivées d’ordre k on a une



famille orthogonale classique pour [a,b] , w(x) , u(x) , vi(x) avec

U« =200 =u(x) , Wx(X)=Us-20QWe-zO)=u0Q*W(X) , viO)=Ck-1)u’ ()+v(x)

vérifiant i[u(x)wk(x)]:vk(x)wk(x) cqfd

dx

D ) Théoréme 22 :
Les polynomes orthogonaux classiques vérifient :

a b u(x) v(x) w(x)
fini |fini |(x-a)(b-x) |Ax+u | (b-x)*(x-a)f ; a=-[v(b)/(b-a)]-1 ; B=[v(a)/(b-a)]-1
fini (o |(x-a) Ax+p | (x-a)“e”™ ;  a=v(a)-1
-0 |fini |(b-x) Ax+u | (b-x)*e™™ ;  a=-v(b)-1
-0 |00 |1 Ax+p | e"¥=exp((M/2)x*+px)
Contraintes sur v(x) : a fini =v(@)>0 ; b fini =v(b)<0 ; A=v’(x)<0

w(x) est définie a une constante pres k arbitraire multiplicative (on choisit k=1)

Démonstrations :
Les contenus des colonnes 3 et 4 sont issus de la définition 6
Il reste a démontrer le contenu de la colonne 5 : w(x)

On utilise I’équation différentielle (définition 6) ;—x [u (X) w (X)] =v (X) w (X) ==

(x)  ulx)

wi(x) v(x)—u(x)

| e - wi(x)_v(x)—(a+b)+2x _ —a B
1) Si a et b sont finis 1’équation différentielle devient = = +
w(x) (x—a)(b—x) (b—x) (x—a)
En multipliant le 2 membres de 1’égalité par (b-x) puis en posant x=b il reste o= (_bv (b; -1
—da
En multipliant le 2 membres de I’égalité par (x-a) puis en posant x=a il reste B= (Z (a)) —1
—a

in(*\X))=aIn(b-x)+In(x—a)=In((b—x)*(x~a)) = w(x)=k(b—x)*(x—a)

b
(il faut a>-1 et B >-1 pour que f w (x) dx converge = v(a)>0 et v(b)<0) (k arbitraire) cqfd

a

(x

2) Si a est fini et b= on obtient w ) =
w(x) (x—a) (x—a)

w(x)
k

Ax+y—1_)\(x—a)+()‘a+y)—1_/\ o
=A+
(x—a)

ot A=v'(x) et a=v(a)-1 = In( J=Ax+aln(x—a) = w(x)=ke**(x—a)*

(il faut A=v’(x)<0 et a>-1 pour que f W dX converge = v(a)>0) cqfd

X)_Ax+p— I_A(X b)+(Ab+u)—

)_ _
x)  (b—x] (b—x) - (b=x]

)) —Ax+aln(b—x) > w(x)=ke *(b—x)"

w
3) Si a=- et b est fini on obtient
w

-
| —

T

ot A=v'(x) et a=—v(b)—1 = In( X



b
(il faut A=v’(x)<0 et a>-1 pour que f W dX converge = v(b)<0) cqfd

4) Si a=-0 et b=+00 on obtient W’(X):V(X) = ln(W(X)):fV<X)dX
w(x) k

A 2

—+yx

= wi(x)=ke! Wizl Pxrmd_ o2

(il faut A=v’(x)<0 pour que _f w X dX converge ) cqfd

E ) Théoréme 23 :

Une famille (pa(x)) nelN de polynémes orthogonaux classiques relativement a [a,b], w(x), u(x), v(x) vérifie les
équations différentielles d’ordre 2 :

u(x) py (x)+v(x) Py (x)+2,p,(x)=0 | et | < [u(x)w(x)p,(x)] ==2,[w(x)p,(x)

1("_ l)u”(x)} A.=cste

~ A i I}
oil nlv (x)+2

de méme pour les dérivées d’ordre m pour m=0, 1, 2, 3...

u(x) Py (%) 4V, (X) P (X)+ 4, P (x)=0 et

%[wmu(x)pﬁ,"'”)(x)] =— Ay [ Wa(x) Py (x)]

An’m:—(n—m)[v’(x)+%(n+m—1)u”(x)] Dum=cste Ano= hn

Remarque : v’(x)=cste et u”(x)=0 pour b-a = o, u”(x)=-2 pour b-a = valeur finie
De plus :

(n)
d 0
p.(x)=2 ag(")xk avec arz )1:nvn_1( ) ot | v, (x)=(n—1)w(x)+v(x)
k=0 .

Démonstrations :
b

Pour m<n on a 0:f (x"')'p;,(x)u(x)w(x)dx (on intégre par parties)

b

0=[x"u(x)w(x)p,(x)li— | x" {u(x)w(x) p;;(x)+v(x)w(x) p,(x)] dx

posons  q,,(x)=u(x) p;(x)+v(x)p(x)
Oz[xmwl( )Pn fX q,, ) (X)dX le crochet est nul, donc I’intégrale aussi
qn(x) est orthogonal a toute puissance m de x (m<n) =  qn(X)||pn(X) POSONS qn(X) = -AnPn(X)
on obtient donc u(x)p’n’(x)+v(x)p;,(x)+}\npn(x)=0 cqfd A,=cste (on calcule le coeff. de x")
On obtient )\nz—n[V’(x)+%(n—1)u”(x)] cgfd
(on multiplie par w(x) cette équation différentielle)
0=w(x)[u(x)p; (x)+v(x) p,(x)]+4,w(x) p,(x)
0=[w(x)u(x)]p; (x)+[w(x)u(x)] p,(x)+2,w(x)p,(x)



9 lw(x)u(x)]p,(x)1+A,w(x)p,(x) = Elu(x)w(x)p,(x)] =—A4,[w(x)p,(x)] cqfd

:d_x dx

Cette derniéere formule peut s’écrire (avec wi(X)=u(x)w(x) ; wo(X)=w(x) ; Ano=An):

0

% [w, (x) p(nl) (X)] =—A, [WO (X) p(no) (X)] les dérivées d’ordre m étant également classiques ont a :

4
dx

de méme u(x)p

Wansa (%) PV (X)] == 4, [ (x) " (x)] o An,m=—(n—m)[V’(><)+%(n+m—l)u”(X)]

n

(m),,

(x40, (x) P (X)4 4, P (X) =0 cafd
u(x)p, (x)+v(x) p,(x)+A4, p,(x)=0 avec:

ona  p,(x)=X a'x* ; Px)=X kX' pi(x)= 2 k(k—1)x""?
k=0

k=1 k=2
Posons u(x):X+Yx+Zx2 ; vix)=U+Vx =
A, ==n[v (x)+2(n=1)uw(x)]==n[V+(n-1)Z]

ouX, Y, Z, U, Vsont des constantes

= v, (x)=(n—1)w(x)+v(x)=(n—1)(Y+2Zx)+U+Vx=(U+(n—1))Y+(V+2(n—1)Z)x
calculons le coefficient de x™ dans  u(x) p;’(x)+v(x)p,(x)+A,p,(x)=0
Yd"n(n-1)+Zd" (n-1)(n-2)+Ud"n+vd", (n-1)+1,d" =0 =

a"nlY(n-1)+U]+d™ [Z(n—1)(n-2)+V(n—-1)-Vn—Zn(n-1)]=0 =

n n—1

a’,  U+(n-1)Y _ v,,(0)

—=n =n fd
d” "2(n-1)Z+v v _(0)
F ) Théoréme 24 :
Formules de Rodrigues
A, d" n (m) nm  d"" n
X)= Uuix) wix X)= u\x| wix
pn( ) W(X) an[ ( ) ( )] pn ( ) U(X)mW(X) dxn_m[ ( ) ( )]
n!a(n) m—1
A, = =cste A, =(=1)"(]TA,,) =cst A, .=A, . A, Fcste
An n ' k=0 ' ’ ’
Po(x)=A, pi(x) Il v(x) pi(x) = A v(x)
Démonstrations :

Une famille (p.(x)) neN de polynomes orthogonaux classiques relativement a [a,b], w(x), u(x), v(x) vérifie

wx) pa )= x) By (00 =5 ) o) (=50 ) L, ()8l ()] =

n,0

_q\m m m—1
=.= m( 1" d [Wm(x)p(nm>(x)] on pose An’m:(—l)m(H An’k) =cste d’ou:

= dx™ k=0
(IT A0 )
k=0




dx™
m=n)
n (")
A n !
T ru(x)w(x)nla™]=A, ,w(x)p,(x) = p,(x)=—"9 [u(x)"w(x)] ou A,="12"
dX ’ W(X) dX An,n
cqfd

les valeurs des cstes A, seront fixées lors de la normalisation.
La famille ( p(nm>(x) ) neN de polynomes orthogonaux classiques relativement a [a,b], wm(X), u(x), vm(x) vérifie

pir= e L (3] = B0 L w(x)

onaposé A, =A A, =cste cqfd

Conséquence : P1<X):A1ﬁx)%[u(x)w(x)]:A1 1 vix)w(x)=A,v(x) cqfd

G ) Théoréme 25 :

Les carrés des normes des polynomes orthogonaux classiques sont :

Ip.IP=J w(x) p(x)dx=] w(x) p,(x)x"dx=(~1)"a,"A,n! [ u(x)"w(x)dx

Démonstration :

||pn|\2=fW(X)pf,(X)dx=fw(X)pn(X)(ai">X"+qn_1(X))dx=a<n")fW(X)pn(X)X"dx

n

On pose F(x)=u(x)"w(x) , on utilise les formules de Rodrigues et pn( )= Z (k

n

Ip.JP=F wlx) pyx Famal | <o ), ()=, - u(xrw )a

a

b n b
n nd n n "
||Pn||2:a§1)Anfx n[F(X)]dxza(n)AnIn avec I :fx d [F(x)]dx (on intégre par parties)

dx " a an
dn 1 dn 1
I":[Xnd —[F(x) —nfx" ! F(x)]dx=—nI, , carle crochet est nul :
X a
. dnfl b . dnfl . b . dnfl b
[x" = [F(x)]] =[x"——=u(x)"w(x)] =[x""—=[u(x)w, ,(x)]]
dx a dx a dx a
= Al [x"u(x)w(x)p’(x)=0 (d’aprésle th 17)
n,l1

Donc I,=(-n)I,.;=(-n)(-(n-1))I,...=...=(-n) (- (n-1))...(-2) (-1)I,=(-1)"n!1,
b b
or I,= F(x)dx Parsuite ||pn||2:(—1)"a<nn>Ann!fu(x)"W(X)dX cqfd



1v) Polynomes orthogonaux classiques standards

A) Théoréme 26 :

Standardisation

Soit pa(y) une famille orthogonale classique de polynomes relativement a [a,b], u(y), v(y), w(y)

Avec une transformation affine L : y=wx+6 ; x=(y-§)/w on peut réduire a 3 le nombre d’intervalles standards.

En choisissant les coefficients w et § de la transformation L on obtient (apres des calculs simples mais longs) :

Polynémes orthogonaux classiques standards :

[a,b] u(x) v(x) w(x) Symboles | Polynomes de
[-1,+1] 1-X? -(a+B+2)x+( B- a) | (1-x)“(1+x)* p:'ﬁ (x) |Jacobi
[0,0] X -x+(a+1) ex” LY ( X) Laguerre
n ;s s o -
Généralisés
[-00,+00] 1 -2x e X H, (x) Hermite
a et B sont des paramétres réels strictement supérieurs a -1
Cas particuliers :
[a,b] u(x) v(x) w(x) Symboles Polynémes de Remarques
[-1,+1] 1-x? -2A+1)x | (1-x)*12 1,1 Gégenbauer A>-1/2
C(x) I P, " *(x) ==
Ll X n a=B=A-12
[-1,+1] 1-xX? -2x 1 % 0.0 Legendre A=172
P,(x) || C;(x) || P,"(x) a=p=0
[-1,+1] 1-x° -X a-x)"” | T (x) || C(x) | Tchébychev A=0
-1 -1 1°¢ espeéce a=p=-172
P’ *(x)
[-1,+1] 1-x° -3x (1-x)"? . %% Tchébychev A=1
Un(x) [ Cn(x) I P, %(x) 2¢ espéce a=p=1/2
- X 0 =
[0,+00] X 1-x e Ln(x) I Ln(x) Laguerre a=0

Par application du th 16, en remarquant que les polynomes de Hermite ont w(x) fonction paire et [-00,+00] symétrique
par rapport a I’origine on peut trouver des relations entre les polynémes de Hermite et de Laguerre généralisés :

-1 1
H,,(x) | L} (x*) et  H,,,(x) | xL3(x’)

(Le symbole || signifiant « égal a une constante multiplicative preés »)

B) Remarque :

Soient pa(x) nelN une famille orthogonale classique standard de polynémes relativement a [a,b], u(x), v(x), w(x) et
(h,) neN une suite arbitraire de réels non nuls la famille de polynomes (gn(x)) nelN telle que qn(x)= h,p.(x) est aussi
orthogonale classique standard avec [a,b], u(x), v(x), w(x).




B) Calcul des constantes des polynomes orthogonaux classiques standards unitaires
Généralités : résumé des formules démontrées

Pour la famille p,(x) relativement a [a,b], u(x), v(x), w(x) P,,(X):z aﬁ(")xk a(n"):l (arbitrairement)
k=0
Vm(x)zv(x)+mu’(x) : wm(x):w(x)u"'(x) a(n") : coeff. dominant ; a<n"_>1 : coeff. sous-
dominant
(1) A,=—n[v'(x)+=(n—1)u"(x)] 21| u(x)y"+v(x)y+4,y=0;y=p,(x)
31 A, p=—(n—m)[v'(x)+(n+m-1)u(x)] | 141 u(x)y +v,(x)y +A,,y=0;y=p,"(x)
m—1 ! A, 4"
511 A =(—1)" A 6 A =" 71| p.(X)=—F u(x)"w(x
5) Apn=(-1" (T A 161 A= 7)) Pulx)= 0 Gl w ()]
m Anm dn_m n
81 A, ,=A, A, 01| P (x)=——x L (X)W (x)]
’ ’ u(x)"w(x) dx
0
[10] a<nn_>1=nv"_1( ) [11] ||an - nn n.[u X W X dx
vn—l(o)
2
(121 A,=1 (13] B,=a™, —a"" [14] C,= [p.| -
72
[15]) py=A |  [16]] ps(x)=4,v(x) (171 Pnur(X)=(x—B,)p,(x)=C,p, ,(x)
(181 D,=||p, |l P.dll x(j") j=0,1,...,n racinesde p,_.,(x) réelles, distinctes, situées dans ]a,b[
D b
19| &lr=— T 01| [ w(x)f(x)dx= Zg' (x") | (Gauss)
pn+1(xj )pn<x] ) a

[21]

[22]

(constantes de Christoffel)

w(x)p,(x)p,(x)dx=|p,|s

I

(exacte pour f(x)—qk(x), k<2n)

Si [a,b] fini onapp:

w

Q o[ R

(x) f*(x) dx=

n=0

2
Z Cn’cn:

Q
3

X)p,(x)dx

[23]

Si m entier >0 fixé : polynome de degré m qui minimise ||f(x)-qm(x)|| : [24]




C) Polyndmes de Jacobi P%*(x)

[—1,+1] | | u(x)=1-x" | v(x)=—(a+B+2)x+(B—a) | | w(x)=(1-x)a(1+x)B | a,p réels

>-1

vm(X):—(a+ﬁ+2m+2)x+(p—a) w (X):(l_x)a+m(1+x)ﬂ+m

m

Pit(x)=Y a'x" | =1
k=0

A =n(a+B+n+1) | (1-x*)y"+[(B—a)—(a+B+2)x]y+n(a+B+n+1)y=0; y=P"(x)

Ay m=(n—m)(a+B+n—m+1)

(1—x2)y”+[(B_a>_<a+B+2m+2)X}y’+(n—m)(a+B+n_m+1)y:0;y:;_n:npg,ﬂ(x)
X

_( qym_ n! I'(a+B+n+2) _ an Tla+p+2)
Apm=(=1) (n—m)! T(a+p+n—m+2) A,=(-1) I'(a+Bp+n+2)
o, B x)=(—=1)" F((X+ﬁ+2) 1 d" —x)ern XB+n
st TP e R LRI
—(_qy-m__n! 1"(0(+B+2) OB \—( _q\mpha
e e Rl
d—mP“”’( ):(—1)""’n! I'(a+p+2) 1 d"™" [(1=x)""(14+x)P*"]
dx™ " (n—m)! T(a+B+n+2) (1—x)""(1+x)F*™ dx" ™
”Pa,ﬂnzzzml,ﬂ,,ﬂn,r(a+ﬁ+2)r(a+n+1)r(ﬁ+n+1) 4 = n(a—p)
" " T(a+B+n+2)T(a+p+2n+2) "1 (a+B+2n)
A =1 B = (B*—a®) C = 4n(a+n)(B+n)
n " (a+B+2n)(a+p+2n+2) " (a+B+n+1)(a+p+2n+1)(a+p+2n)

P;.i(x)=(x-B,) Py’ (x)-C, P\ (x)

n* n—1




D) Polynomes de Laguerre Généralisés [.%(x)

[—1,+1] || u(x)=x || v(x)=(a+1)—x || w(x)=e *x

Vm(x):(a+m+1)—x

=X _o+m

o réel > -1 Li(x)=2. aﬁ{"x“ a”=1
k=0

A,=n| = | xy”’+(a+1—x)y’+ny=0; y=L:(x)

m

Aym=n—m | = Xy"+(0f+m+1—X)y’+(n—m)y=0;y:j—L“(X)

m n

An :(_1>m(nf:n)! A,=(-1) L:(x)=—(_ilnex;—;n[e"‘x“+"]

:(_l)n_mn! e” d"" [e—xxa+n]
(n_m)! xa+m dxn—m

a,’,=—n(a+n) Ly(x)=1| | L{(x)=—(a+1)+x

m

|LslP=n!T(a+n+1) {e"‘x“LZ(x)L;(x)dx=n!F(a+n+1)6n,

A =1 |B,=(a+2n+1) C.=n(a+n)

n

Ly (x)=xL,(x)—(a+2n+1)L;(x)—n(a+n)L; ,(x)

D,=(n—-1)!T(a+n)Vn(n+a)




E) Polynomes de Hermite H,(x)

[-00,+0] ; u(x)=1 ; v(x)=-2x ; w(x)= e ™ H,,(x)=k2 ai")xk a(,,"):l
=0
Vin(X)=V(X) 5 Win(X)=W(x)
A,=2n y’—=2xy'+2ny=0; y=H _(x)
Ay m=2(n—m) y’=2xy'+2(n—m)y=0; y=H\"(x)
mom N!
A =(—1)"2
n,m ( ) (n_m)'
(1) A
A = H (x)=(—-1)—
= (x)=(-1r e L
_ n-mom N! (m)( \_ n-mam NI e d"" _g
A =(—1 2 H =(—1 2
n,m ( ) (n_m), n (X) ( ) (n_m>! dxn—me
a(",)lz H,(x)=1 H,(x)=x
IH,JP=2"n!n J e H,(x)H,(x)dx=2"n!n$,,
An:]' Bn:() ang Hn+1(X)ZXHn(x)_an—1<X)
n! 2n n
DF? T H,(x)=2"nH,_,(x)
(n) 2" e () ()
Z :(n_l)'[ n ]an—l(Xj) Hn(xj ):0,]:1,2,3 n
[ Fix)e™ ax=2 ¢ f(x7)
i=
(=1)"(2m)! 2 (=1)"(2m+1)! 2
HZm(X) om Fh( m’_’x) H2m+1( ) om Fh(_m’ :X)
2 m, 2 m!




Coefficients des polynomes de Hermite unitaires de degrés 0 a 10

0 1

1 0 1

2 1r2 0 1

3 0 _3r2 0 1

4 3r4 0 3 0 1

5 0 15r4 0 5 0 1

6| _15r8 0 45r4 0 _15r2 0 1

7 0 _105r8 0 105r4 0_21r2 0 1

8| 105r16 0 _105r2 0 105r2 0 _14 0 1

9 0 945r16 0 _315r2 0 189r2 0 _18 01
10 |_945r32 04725r16 0 _1575r4 0315r2 0 _45r2 01




F) Polynémes de Gégenbauer C*(x)

[—1,+1] u(x)=1-x"

v, (x)=—(2A+2m+1)x

A.=n(2A+n)

(l—xz)y”—(21\+1)xy’+n(21+n)y:0;y:C,A,(x)

A, . =(n—m)(2A+n+m)

n,m

(1-x*)y"—(2A+2m+1)x y'+(n—m)(2A+n+m) y=0

1 1

w(x)=(1-x%) 2 }\>7

Cl(x)=3 a"x* a"=1
k=0

a™ =0 y="cl(x)
dx
A =(—1) n! T(2A+n+m) An:(_l) T'(2A+n)
’ (n—m)! T(2A+2n) I'(2A+2n)
(-1)"™"r(2A+n+m)n!
A =
Mmoo r(2A+2n)(n—m)!
(2A+n-1)
A =1 B =0 C, =
. L " 4(A+n)(A+n-1)
2 S VR (2)\"'"—1) A 2 A
Cpn(X)=xCy(x) 4(A+n)~()\+n—1)cn_l(x) Cy(x)=1  Ci(x)=x




G) Polynomes de Legendre P,(x)

[—1,+1] || u(x)=1-x* | | v(x)=—2x | | w(x)=1 || v, (x)=—2(m+1)x

w,, (x)=(1-x")"

P,(x)=2 a'x" =1

k=0 n

A,=n(n+1) (1—x2)y”—2xy’+n(n+1)y:0;y:Pn(x)

Ay m=(n—m)(n+m+1)

(l—xz)y”—Z(m+1)xy’+(n—m)(n+m+1)y:0;y:PE:")(x)

/
A, =1y imim)!
’ (n—m)!
—1)"n! —1)"n! d"
L p,(x)= ey
(2n)! (2n)! dx"
—1)"""n!(n+m)! d" 1) "n!(n+m)! 1 ) n

A, = A ) L L st

(2n)!(n—m)! dx (2n)!(n—m)! (1—x*)" dx
22n+1(n!)4

P, |P= a”, =0 P,(x)=1 P,(x)=x

|| n|| (2n+1)(2n)'2 n—1 0( ) 1( )

n’ n’

A,=1 B,=0 C P, ..\x)=xP, (x)— a1\ X
n n n (4"2—1) nl( ) ( ) (4"2—1) 1( )
_22™prt 2n-1 _2"n?r? 1-x

Dn_n(zn)!ﬂ/ . Pn(x)—(zn)!Fh(—n,n+1,1,—)

Coefficients des polynomes de Legendre unitaires de degrés 0 a 10

0 1

1 0 1

2 _1r3 0 1

3 0 3r5 0 1

4 3r35 0 _6r7 0 1

5 0 S5r21 0 _10r9 0 1

6 _5r231 0 5ri1 0 _15r11 0 1

7 0 35r429 0 105r143 0 21ri13 0 1

8 Tr1287 0 28r143 0 14r13 0 28r15 0 1

9 0 63r2431 0 84r221 0 126r85 0 36r17 01

10| 63r46189 0 315r4199 0 210r323 0 630r323 0 45r19 0 1




H) Polynomes de Tchébychev 1° espéce T,(x)

[—1,+1] | u(x)=1—-x" || v(x)=—x | | w(x)=(1-x?)
_1 n
v, (x)=—(2m+1)x | | w,(x)=(1—-x%) 2 T, (x)=Y a"x* a”=1
k=0
A,=n" (1-x")y’—xy+n"y=0;y=T,(x)
Apm=n'—m’ (1-x})y —(2m+1)x y +(n*—m*) y=0; y=T'"(x)
m (n+m—1)! (n) n (n—l)!
A, .=(-1 =0 A=(-1-2—"L1
n,m ( ) (n_m)' anfl n ( ) (2n_1)!
(=1)"(n—1)! 23 d" 2"
T = 1- —|(1— T =1
n(x) (Zn—l)! ( X) dx,,[( X) ] O(X)
d" —1)"""n!(n+m-1)! 1 "
A g, ()= S Tt inem 1) A e
dx (2n—1).(n—m). 2 \m—5 dx
(1-x°)
' —1)!
Anm:(_l)n_m n.(n+m 1).
’ (n—m)!(2n-1)!
e s T, (X T (X)= T )+ 35 T, (x)si0<m<n
1 - 1
A,=1 B,=0 C":H Tn+1(x)—XTn(x)_Z a1 (X) T,(x)=1 T,(x)=x
1 1—x _
Dnzzjzrn Tn(x)zzn_th(—n n,E; 5 ) si n >0

Coefficients des polynomes de Tchebycheyv unitaires de 1° espéce de degrés 0 a 10

0 1

1 0 1

2 _1r2 0 1

3 0 _3r4 0 1

4 1r8 0 1 0 1

5 0 5r16 0 _5r4 0 1

6| _1r32 0 9r16 0 _3r2 0 1

7 0 _7r64 0 7r8 0 _7rd 0 1

8| 1r128 0 _1r4 0 5r4 0 2 0 1

9 0 9r256 0 _15r32 0 27r16 0 Ir4 0
10 | _1r512 0 25r256 0 _25r32 0 35r16 0 _5r2




Autre méthode de définition des polynomes de Tchebychev de 1°¢ espéce

On pose x=cos(@) ; O=Arcos(x) ; 0<0 <m; -1 <x<x<1 et
t.(x)=t,(cos (8))=cos(nb) on obtient :

to(x)=1 ti(x)=x t:(x)=2x°-1 t;(x)=4x°-3x t.(xX)=8x"-8x’+1 etc.

Plus généralement, cas((n+1)€)+cas((n-1)9)—2cas(n0)cas(B)
soit Cniz (X)'/'tn 1(X)—2th(X)
tr s OX)=2xt, (XD -tn-10X)

Le coefficient dominant de t,(x) est 2'1a partir de n=I1
Posons to(X)=To(X) et t,O0=2"17,(x) il vient -

2'T,(X)=2x?"1T,(x)-2"2Tp-1(X)

To1 O)=XT,(X) -To-1(X) /4 cqfd
cos(nH) cos(mB@)=(1/2) [cos((n+m)B)+cos((n-m)B)] =

2T, (X . 2" T, (X)=(1/2) [2"" 2 Trin (XD +2" ™ To-n (XD ]
= Tn( . TaOOD=Toc XD +T0-n(X) /2" cqfd
(ce sont les formules de récurrence pour les polyndmes de
Tchebychev de 1°¢ espéce ).

Norme
Pour n=0 :

En résumé :

To(X)=1 T:(x)=x
et pour m>0 : T,(x)=2'"cos(n6)
-1 <x<x1 =cos (6) 0=Arcos (x) 0<0=<m
le coefficient dominant de T,(x) est 1 (polynbéme unitaire)
Racines de 1T,(x) : xw=cos((2k+I)n/2n) pour k=0,1,2,.., (n-1)
T.(x) possede mn+1 optimums égaux a =2’" (alternativement
positifs et négatifs) aux abscisses xi=cos(kn/n) pour k=0 1 2 ...n
sin=>2 I Taa OO=XT, (X)) =To-10X) /4
sin>m=21: T,00.TaQOO=Toa(X)+Tn-n(X) /27"




I) Polynomes de Tchébychev 2° espéce U,(x)

1
[—1,+1] | u(x)=1-x" | | v(x)==3x | | w(x)=(1—x%)?
+1 "
va(x)=—(2m+3)x | | w,(x)=(1-x*)" 2| | U,(x)=X a;"x" a"'=1
k=0
_ | A,=n(n+2) (1-x*)y"—3xy+n(n+2)y=0;y=U,(x) aE,"_)lzﬂ
}\n,m:(n—m)(n+m+2) (l—xz)y”—(Zm+3)xy’+(n—m)(n+m+2)y=0;y=U(nm)(x)
! —1)" | n n+l
A, =(—ap ULy g CU I d gy ey
(2n+1)! (2n+1)!  gx"
! !
Anm:(_l)n_m n.(n+m+1).
’ (n—m)!(2n+1)!
d" —1)"""n!(n+m+1)! 1 dam n+l
Ay, (x)= A nd e med) L I T
dx (2n+1)!(n—m)! e dx 2
(1-x)
A=1 B=0| c=—2L U . (x)=xU,(x)——L2 U (x)
" " " 8n(2n-1) n " 8n(2n—1) "'
U,(x)=1]| [U,(x)=x D,,:”Vif'(z'”l)
2°"(2n)!
U (x):(n+1)Fh(—n n+2;3r2;1°X) D,=—Z
n 2n ’ 4 2 2 n 22n+2
Coefficients des polynomes de Tchebycheyv unitaires de 2° espéce de degrés 0 a 10
0 1
1 0 1
2 _1r4 0 1
3 0 _1r2 0 1
4 1r16 0 _3r4 0 1
5 0 3ri6 0 1 0 1
6 _1r64 0 3r8 0 _5r4 0 1
7 0 _1rle6 0 5r8 0 _3r2 0 1
8 1r256 0 _5r32 0 15r16 0 7r4 0 1
9 0 5r256 0 _5r16 0 21r16 0 2 0 1
10 | _1r1024 0 15r256 0 _35r64 0 7r4 0 9r4 0 1




J) Polynoémes de Laguerre L_(x)

v, (x)=(m+1)—x || w, (x)=e *x

[—1,+1] | u(x)=x || v(x)=1—x || w(x)=e

n

L,(x)=2 a(kn)xk a”=1
k=0

A=n| = xy”+(1—x)y’+ny:0;y:Ln(x)

m

Apm=n—m | = xy"+(m+1—x)y’+(n—m)y:0;y:%Ln(x)
X
n' n _

A, ,=(-1)"—" A=(-1" | L(x)=(-1)¢" X"
n,m ( ) (n_m)' n ( ) n(x) ( )e Xn[e X]
(—1)"™n! d" (—1)""n! e d"™ . n
A = = | —L (x)= — e "X
n,m (n_m)! de n( ) (n_m)! Xm dxn_m[ ]

a" =—n’ L,(x)=1 L (x)=—1+x
ILP=nr | = | Je L (x)L,(x)dx=n"s,,,
0

D =n!(n+1)! Ln(x):(—l)"n!Fh(—n,n+1;1;1_—x)

Coefficients des polynomes de LAGUERRE unitaires de degrés 0 a 10

0 1

1 -1 1

2 2 -4 1

3 6 18 -9 1

4 24 -96 72 ~16 1

5 -120 600 600 200 _25 1

6 720 -4320 5400 -2400 450 -36 1

7| _5040 35280 _52920 29400 -7350 882 -49 1

8| 40320 _322560 564480 _376320 117600 _18816 1568 _64 1
9/_362880 3265920 _6531840 5080320 _1905120 381024 _42336 2592 _81 1
103628800 _36288000 81648000 _72576000 31752000 _7620480 1058400 _86400 4050 _100 1




V) SCRIPT

NB. POLORTHO.ijs

BPP=:9!:11

BPP 16

NB. Dans ce qui suit, NOMPOLYNOME peut étre :

NB. LEGENDRE, TCHEBYCHEV1, TCHEBYCHEV2, HERMITE, LAGUERRE

NB 3 ok 3k ok s ok s Sk e 3k e s e s ok sk Sk s ok e Sk e S e sk ke sk Sk sk ok s Sk sfe Sk e sl ke s ok sk ke s ok e Sk e S e s sk sk ok sk ok sfe ke sfe Sk sl sk sl sk ok

NB. Intervalle standard d'utilisation

NB. I =. NOMPOLYNOME INTERVALLE
INTERVALLE=:{{)a

select. 5!:5 <'u'

case. ' LEGENDRE' do. _1 1x

case. ' LAGUERRE' do. 0x, _

case. ' TCHEBYCHEV1' do. _1 1x

case. ' TCHEBYCHEV?2' do. _1 1x

case. ' HERMITE' do. __, _end.}}

NB. Fonction-poids associée a NOMPOLYNOME

NB. W=: NOMPOLYNOME POIDS
POIDS=:{{)a

select. 5!:5 <'u’

case. 'LEGENDRE' do. 1:

case. ' LAGUERRE' do. "@-

case. ' TCHEBYCHEV1' do. %@ %:@-.@*:

case. ' TCHEBYCHEV?2' do. %:@-.@*:

case. ' HERMITE' do. "@-@%*: end.}}

NB. Fonction polynomiale unitaire de degré N

NB. associée a NOMPOLYOME exprimée avec

NB. les fonctions hypergéométriques

NB. R=.(NOMPOLYNOME FONCTION N) y
FONCTION =: {{)c

N=x:n

select. 5!:5 <'u'

case. 'LEGENDRE' do. N FLEGENDRE y

case. ' LAGUERRE' do. N FLAGUERRE y

case. ' TCHEBYCHEV1' do. N FTCHEBYCHEV1Yy

case. ' TCHEBYCHEV?2' do. N FTCHEBYCHEV22y

case. ' HERMITE' do. N FHERMITE y end.

B



NB.
NB.

NB.
NB.

NB.
NB.
NB.
NB.
NB.

NB.
NB.
NB.
NB.
NB.

NB.
NB.
NB.

NB.
NB.

Calcul des coefficients d’un polynéme unitaire de degré N
C=. NOMPOLYNOME COEFF N
COEFF =: {{{:u x:y}}

Calcul des racines d’un polynome NOMPOLYNOME de degré N
R=. NOMPOLYNOME RACINES N
RACINES =: {{/:~>{:p.{:u x:y}}

Calcul des coefficients du développement de xAN dans la base
des polynomes NOMPOLYNOME de degrés 0 a N (N entier positif ou nul)
XAN=d0.p0 + d1.p1(x)...+dN.Pn(x)
D=d0d1 ...dN
D =. NOMPOLYNOME DEVXN N
DEVXN =: {{{:%.u x:y}}

Soit un polynome de coefficients C=c0 c1 ... cn
Calcul des composantes dans la base des NOMPOLYNOME
d0.po + d1.p1(x) ... +dn.pn(x)
D=.d0d1 ... dn
D =. NOMPOLYNOME DEVPOL C
DEVPOL =: {{y PM%.u x:<:#y}}

Calcul des coefficients C = c0 cl...cn d'un polynome en fonction
des coefficients D=d0 d1 ... dn suivant la base NOMPLOYNOME
C =. NOMPOLYNOME COEFFPOLD

COEFFPOL-=:{{y PM u x:<:#y}}

Calcul des nombres de Christoffel d'ordre N
R=. NOMPOLYNOME CHRISTOFFEL N
CHRISTOFFEL=:{{)a

c=.u COEFF N [ dc1=.p.. u COEFF N1=>:N=.x:y
(%:(u NORME2 N1)*(u NORME2 N))%(c p. rac)*(dcl p. rac =. u RACINES N1)}}

NB.
NB.

Calcul de l'intégrale de W(x)*x/AN sur [a,b] standard
R =. NOMPOLYNOME WXN N
WXN =:{{)a

POL=.55I:5<u'[N=.x:y

if. POL-:"LAGUERRE' do. !N return. end.
if. 1=2|N do. 0x else.

select. POL

case. ' LEGENDRE' do. 2x%>:N



case. ' TCHEBYCHEV1' do. 1r2 Feuler -:>:N
case. ' TCHEBYCHEV?2' do. 3r2 Feuler -:>:N
case. ' HERMITE' do. Feuler -:>:N end.end.}}"0

NB. Calcul du carré des normes des polynomes orthogonaux
NB. R= Intégrale sur intervalle standard de w(x).(xAN).pn(x)
NB. R=. NOMPOLYNOME NORME2 N

NORME?2 =:{{)a
C=.u COEFF N [ K=.i.N1=>:N=.x:y [ R=.0x
for_k. K do.R=.R+(k{C)*u WXN N+k end. R}}

NB. IDEM : Le résultat est le produit des 2 nombres obtenus

NB. R=. NOMPOLYNOME NORMEZ2EXACTE N
NORME2EXACTE =: {{)a
select. POL=.5!:5 <'u' [ N=.x:y
case. ' LEGENDRE' do. R1=."1x" [ R2=.(2xA>:+:N)*(*:*:IN)%(*:!+:N)*>:+:N
case.' TCHEBYCHEV1' do. R1=."1p1' [R2=. (2xA-<:+:N)%1x+0x=N
case.' TCHEBYCHEV2' do. R1=."1p1' [ R2=.2x/A->:+:N
case. ' LAGUERRE' do. R1=."1x' [R2=.*:IN
case. ' HERMITE' do. R1=."1p1r2' [ R2=. (IN)%2xAN end. R1;R2 }}

NB. Fonctions polynomiales déduites des polynomes unitaires (de degré N) de
NB. LEGENDRE TCHEBYCHEV1 TCHEBYCHEV?2 LAGUERRE HERMITE
NB. exprimées en utilisant les fonctions hypergéométriques
NB. R=.N FNOMPOLYNOME y
FLEGENDRE =:{{((2xAN)*(*:!N)%!+:N)*(((-N),(>:N=.x:x))H.1x)-:-.y}}"0 0
FTCHEBYCHEV1 =:{{if. 0=x do. 1x else. (2xA>:-N)*(((-N),N=.x:x)H.1r2)-:-.y end.}}"0 0
FTCHEBYCHEV2 =:{{if. 0=x do. 1x else. (2xA-N)*(>:N)*(((-N),2x+N=.x:x)H.3r2)-:-.y
end.}}"00
FLAGUERRE =:{{(_1xAN)*(IN)*((-N=.x:x)H.1x)y}}"0 0
FHERMITE =:{{((_1xAL)*(!+:L)% (L)*(2xA+:L))*(>:z*<:N*y)*((-L=.<.-:N)H.
(1r2+z=.2x|N=.x:x))*:y}}"0 0

NB. Calcul des coefficients des polynomes unitaires de degrés d de 0 a N
NB. R=. NOMPOLYNOME N

LEGENDRE=:{{)m
if. y=0 do. R=. 11 $ 1x return. end.
if. y=1 do. R=.22$ 1 0 0 1x return. end.
R=.22%$100 1x [ I=. >:i.<:x:y
for_i. I do.R=.(R,.0x),(0x,_1{R)-((*:i) %0 <:4x**:i)*((_2{R),0x) end.
R}}



TCHEBYCHEV1=:{{)m
if. y=0 do. R=.11 $ 1x return. end.
if. y=1 do. R=. 2 2$ 1 0 0 1x return. end.
R=.22%$100 1x[I=. >:i.<:x:y
for_i. I do.R=.(R,.0x),(+:0x,_1{R)-((_2{R),0x) end.
R%(<0 1)&|:R}}

TCHEBYCHEV2=:{{)m
if. y=0 do. R=. 11 $ 1x return. end.
if. y=1 do. R=. 2 2$ 1 0 0 1x return. end.
R=.2 2%1 0 0 2x [ I=>:i.<:x:y
for_i. I do.R=.(R,.0x),(+:0x,_1{R)-((_2{R),0x) end.
R%(<0 1)&|:R}}

HERMITE=:{{)m
if. y=0 do. R=. 11 $ 1x return. end.
if. y=1 do. R=.22$ 1 0 0 1x return. end.
R=.22%1 00 1x [ I=>:i.x:<ty
for_i. I do. R=.(R,.0x),(0x,_1{R)-(-:i)*(_2{R),0x end.
R}}

LAGUERRE=:{{)m
if. y=0 do. R=. 11 $ 1x return. end.
if. y=1 do. R=. 2 2$ 1 0 0 1x return. end.
R=.22$10 _1 1x [ I=>:i.<:x:y
for_i. I do. R=.(R,.0x),(0x,_1{R)-((>:+:i)*(_1{R),0x)+(*:i)*((_2{R),0x) end.
R}}



	2n-1Tn(x).2m-1Tm(x)=(1/2)[2n+m-1Tn+m(x)+2n-m-1Tn-m(x)]
	⇒ Tn(x).Tm(x)=Tn+m(x)+Tn-m(x)/22m cqfd

