
 



chaînes de calcul impose l'usage de transformations algébriques en arithmétique modulo p. Cela se 
traduit au niveau des dispositifs booléens par le choix de p = 2. On rejoint ainsi les conclusions que  
Langlet et Zaus ont largement développées dans cette revue.

 
1 Introduction
 
Les ordinateurs sont des automates finis. Ils travaillent sur des données booléennes, possèdent une 
mémoire finie, et sont capables à tout instant de calculer leur état futur à l’aide de fonctions 
combinatoires booléennes, à partir de leur état présent et des entrées. 
Les machines de Turing sont des machines abstraites travaillant sur des nombres entiers. L’ensemble de 
leurs états internes est lui aussi fini, mais comme ces machines travaillent sur des entiers aussi grands 
que l’on veut, leur mémoire (un “ruban” d’écriture-lecture) n'est pas limitée, et est donc infinie. L’intérêt 
du concept de machine de Turing réside dans le fait que les fonctions calculables par une procédure 
effective sont les fonctions calculables par une machine de Turing (thèse de Turing-Church). Mais ces 
machines abstraites ne sont pas réalisables, les ordinateurs les “simulant” en imposant une limite 
inévitable à la quantité de mémoire disponible. 
Des considérations théoriques issues de la théorie de l’information et de la théorie de la calculabilité 
tendent à  mettre en évidence l’existence d’une autre limitation fondamentale du calcul abstrait (Pinson 
1995, 1996, 1997). Cette limitation réside à la frontière entre les entiers et les réels, c’est-à-dire entre les 
ensembles dénombrables et ceux qui ont la puissance du continu.  Elle conduit à imaginer l’existence 
d’opérateurs continus, qui généralisent les opérateurs scalaires booléens ou arithmétiques en étendant 
considérablement leurs possibilités de calcul. Leur simulation dans un automate fini suggère une 
architecture matérielle et logicielle essentiellement matricielle et arithmétique (modulo 2).
Le but de cet article est d’exposer ces principes de calcul, issus d’une classification détaillée des 
différents types de calculabilité.
 
2 Entropie et complexité algorithmique
 
Une source S, sans mémoire, générateur d'ÈvÈnements ou états aléatoires, est un ensemble dénombrable 
de messages notés s

i
. Soit p la distribution de probabilité de ces messages. On appelle H(s) = – Σ

i 

p(s
i
)log p(s

i
) la quantité d’information moyenne par objet de la source ou entropie statistique[1].

Soit B = {0,1} l’alphabet binaire. On note B* l’ensemble des mots w sur cet alphabet. Soit ε  le mot vide. 
Il existe une correspondance bijective entre B* et N, qui est l’ordre lexicographique :
 
(ε, 0), (0,1), (1,2), (00,3), (01,4), (10,5), (11,6), (000,7), (001,8), ... 
 
L’encodage d’une source S est une application de S dans un sous-ensemble W de B*. Le code est dit 
régulier si cette application est injective et déchiffrable si deux messages distincts sont codés par deux 
mots différents. Si on impose au canal de communication de ne pouvoir être lu que séquentiellement (ce 
qui est la traduction formelle de l’irréversibilité du temps : au fur et à mesure que le récepteur reçoit les 
données, il lui est impossible de “remonter le temps” pour concaténer les données reçues dans un ordre 
autre que celui du texte), alors le code est  instantané, appelé encore “code auto-délimité” ou “code 
irréductible”.
Soit p(s

i
) la probabilité du message s

i
 auquel correspond le mot code w

i
. Soit <l> = Σ

i
 p(s

i
)l(w

i
) la 

longueur moyenne des mots. Le théorème de la voie sans bruit (1er théorème de Shannon) montre qu'il 
existe un code irréductible pour lequel <l> est aussi voisine qu’on veut de sa borne inférieure, égale à 
l’entropie de la source dans le cas d’un alphabet binaire : <l> ³ H(s).
 
La théorie algorithmique de l’information précise la notion d’information à partir de celle de calcul 
effectif : la complexité d’un objet, c’est-à-dire l’information qu’il contient, est la taille minimale de sa 
description algorithmique (développée initialement par Kolmogorov, Solomonoff et Chaitin, cette théorie 



est présentée par exemple dans Li et Vitànyi 1997). Il s’agit d’une théorie de l’information liée à un objet 
particulier, et complète ainsi la théorie statistique de la communication, élaborée par Shannon, qui est 
une théorie probabiliste liée à un ensemble d’objets. Ces deux théories sont complémentaires.
Soit S un ensemble énumérable d’objets s, et W un ensemble énumérable d’objets w. Soit l une fonction 
de volume définie de W dans N (par exemple le nombre de caractères). Un mode de description ou code 
est un ensemble récursivement énumérable E ⊆ W ´ S, et 〈w, s〉 ∈ E est un encodage de s . La complexité 
de s selon E est :
 
C
E
(s) = min{l(w) :  〈w, s〉 ∈ E}

 
Par convention, C

E
(s) = ¥ si une telle description n’existe pas. 

Comment réaliser cet encodage ? L’énumération effective des machines de Turing T1, T2,... détermine 

l’énumération effective des fonctions récursives partielles Φ1, Φ2,... telles que Φi  est la fonction calculée 

par T
i
  pour tout i. Il existe une fonction récursive partielle universelle Φ0 calculée par une machine de 

Turing universelle U telle que : 
 
Φ0(E(np)) = Φn(p) 

 
où E(np) désigne un encodage auto-délimité de la nième machine de Turing T

n
 exécutant le programme p. 

La complexité d’un objet s ∈ S est alors la longueur minimale du programme p appliqué au calculateur 
Φ
n
 qui produit s : 

 
C

Φ n
(s) = min{l(p) : Φ

n
(p) = s}

 
On montre (théorème fondamental de cette théorie, dit théorème d’invariance) que la fonction Φ0 est 

telle que :
 
C

Φ 0(s) £ CΦ n
(s) + c

Φ n

 
La complexité d’une chaîne ne dépend donc pas de la machine utilisée, à un facteur constant près. Une 
machine universelle étant donnée, chaque machine de Turing particulière est assimilable à un programme 
exécutable. Alors la complexité d’un objet est la longueur du plus petit programme qui peut produire cet 
objet. Dans le cas d’une chaîne aléatoire, la longueur du programme qui la code est de l’ordre de 
grandeur de la chaîne elle-même (c’est le programme PRINT s, dont le nombre de bits est au moins égal 
à l(s)+1).
 
3 Quatre entropies algorithmiques
 
Il y a quatre possibilités pour décrire un objet dans l’ensemble W ´ S [Uspensky, 1992] :
 
1-Complexité simple, ou “naïve”, qui correspond historiquement à la première théorie algorithmique de 
l’information : C

C
(s) = C

φ 
(s) = min{l(p) : φ(p) = s}. On n’impose ni à p ni à s d’être auto-délimités. 

Cela revient à décrire un objet quelconque pris dans un ensemble similaire à N par une chaîne 
appartenant à un langage de même structure : la description d’un nombre est un nombre.
 
2-Complexité uniforme : C

K
(s) = C(s;l(s)) qui décrit un objet auto-délimité (donc de longueur connue) 

par un entier : la description d’un mot est un nombre. Cela correspond à ce que l’on entend 
habituellement par “décodage” ou “décision”.













convolution est un opérateur commutatif et associatif, la corrélation ne l’est pas. Pour étudier les deux 
algèbres notées A• (avec • = * ou ⊗) on pose :
 
[x, y]• =  x • y - y • x                        (commutateur)      
[f, g, h]• = f • (g • h) - (f • g) • h               (associateur)         
 
On montre facilement que :
 
[f, g]*  =  0                  [f, g, h]*  =  0       

[f, g]⊗  ¹  0                  [f, g, i]⊗  ¹  0        
 
Ces relations caractérisent A* comme une algèbre abélienne (comme l’algèbre de Boole), tandis que les 
relations :
 

[f, f ]⊗  =  0                  

[[f, g]⊗, h]⊗ + [[g, h]⊗, f ]⊗ + [[h, f ]⊗, g]⊗  =  0                     
 

montrent que A⊗ est une algèbre de Lie. On rejoint ici un formalisme de base de la mécanique quantique.
Sur un domaine limité d’intégration (cas des signaux physiques et des filtres), le début de la convolution 
est calculé en sommant le produit du début de la forme x par le début de la forme y . Ce calcul peut être 
effectué en place entre les données d’entrée et la réponse impulsionnelle du système, comme un codage 
instantané. Tandis que le début de la corrélation est calculé en sommant le produit du début de la forme x 
par la fin de la forme y ou, calcul symétrique mais pas commutatif, en sommant le début de la forme y 
par la fin de la forme x. Aussi, il n’est plus équivalent de calculer a∨b ou b∨a. L’orientation de 
l’information devient significative.
 
8.2 Logique modale
Le calcul logique sur des vecteurs au lieu de scalaires introduit la phase comme deuxième paramètre 
opérationnel après l’amplitude. Le diagramme suivant souligne l’existence d’une structure commune 
entre l’analyse harmonique et une logique modale :
 

F [x(t-τ)] = e-2iπνt  . F [x(t)]                 ¬zp = à¬p        

F [e-2iπat . x(t)] = X(ν-a)                      ¬àp = � ¬p         

 x(t-τ) = F [e-2iπνt . X(ν)]                     � p = ¬à¬p       

e-2iπat . x(t) = F [X(ν-a)]                       à �p = ¬ ¬p        
 
Par exemple, on peut interpréter la modalité à l’aide des quantificateurs " et $ :
 
Tableau 2 : modulation & logique modale

 

















conduit ainsi à prendre l'opérateur XOR comme opérateur de calcul principal. D'où une représentation 
des signaux sur une base de fonctions binaires. Il reste à choisir le type exact de transformation binaire 
qui conserverait les propriétés de l'analyse harmonique.  Zaus 1996 propose page 45 la transformée de 
Langlet :
 
C ¬ C , -1¹B ¬ ¹\ B
 
Les propriétés des matrices générées par cette transformation (pariton) sont en effet conformes à celles 
des matrices employées en FFT. Notamment, leur structure en "triangle de Pascal" dérive du 
développement des coefficients du binôme (a+b)n dont l'enveloppe est une gaussienne (Zaus 1994 page 
58). Ce point est essentiel si l'on veut pouvoir mettre en évidence une propriété de point fixe (¬A ≡ A), 
propriété centrale comme on l'a vu plus haut à partir de laquelle il est permis d'envisager une extension 
du calcul booléen. Il reste – et ceci constitue un programme de recherches qui est à effectuer – à analyser 
la logique de la parité pour s'assurer qu'elle possède bien toutes les propriétés requises qui ont été 
énoncées le long de cet article pour matérialiser convenablement les principes du calcul superbooléen.
 
En tout état de cause, il est fondamental de remarquer que cela n'est envisageable que dans un cadre 
matriciel, que Stern 1994 développe à l'aide de matrices binaires de rang deux, en systématisant les 
calculs booléens sur ces matrices. Mais au-delà d'une simple extension de l'algèbre de Boole aux 
matrices binaires de rang deux, comme le fait cet auteur, c'est bien une exploitation de telles matrices 
(comme le "géniton" de Langlet) au sens de l'analyse harmonique, fondée sur la notion de transformation 
unitaire rapide, qui permet d'envisager l'application opérationnelle de réelles propriétés logiques 
nouvelles. On aboutit alors, comme Langlet 1994 et Zaus 1995 le proposent, et comme nous-mêmes 
l'avons proposé à plusieurs reprises (voir par exemple Pinson 1994, 1995) à une possible application de 
ces procédures de calcul à l'étude des réseaux neuronaux et des caractéristiques de la cognition.
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[1] Tous les logarithmes sont comptés en base 2


