CALCUL AVEC DES PARTIES ENTIERES

I) DEFINITIONS
Def01

| affirmation|=

R.Coquidé (28/11/2018)

0 siaffirmation fausse

1si affirmation vraie

Def02 (notation « Iverson ») V x€R

| x|=( plus grand entier inférieur ou égal a x)
[ x|=( plus petit entier supérieur ouégal a x)

Def03 pour x,y€R
Siy=0: r=xmod0=x

Siy>0: r=xmody=x—k.y avec KEZ e 0=Zr<y
Siy<O: r=xmod y=x—k.y avec KEZ et y<r<0

Def04

fr(x)=x—| x|=xmod 1= partie fractionnaire de x

II) ENJ
Lesdyad « = ~I > < >! <! e. -:»donnentpour réponse 0oul
on utilise les monad <. et >. pour calculer |[x| et [x]
mod =: |~
fr =: 1&|
Ex :
1 _205<0 \ 7 _6 12.2 _9.3 mod 5
2 4 2.2 0.7
0100

35.267<:83.7_37

1001

<. 0_5 2.3 _6.2
0_52 _7

>. 0.5 2.3 _6.2
0 _53_6

5_1.12.37e. 85 2.3
1010

77r3 _68r5 mod 51rl10
1re 17r10

77 _65 3 mod 7
053

77 _65 3 mod _7
0 _2 _4

23 _7 66.2 _0.3 mod O

23 _7 66.2 _0.3
fr 45.23 _55 _63.7 _0.4

0.23 0 0.3 0.6




ITT) PROPRIETES ELEMENTAIRES ( x,y,z€R;m,neZ ):
(@)

0(sixeZ)

M EE 2= e Z)

[x¢Z]=[fr(x)>0]

Testen J:
Testa =: (>.-<.),(0:<fr) NB. valeurs égales

(1,.Testa"0) 23 23.1 23.8 _23 _23.6 0

23 00

23.1 11

23.8 11
23 00
_23.611

0O 00
(b)
(x—1)<|x|<x<[x]<(x+1)
Testen J:
Testb =: 3 : 0 Testb 4 _4 5.2 _5.2 0

A=. (y-D<<.y 11111

=.(<.y)<:y

=- Y<:i>.y NB. 1 = c'est tout bon
=.(>.y)<y+1l
A* .B¥.C*.D

)

(©)

(|x]=n)e(n<x<n+1)e(x—1<n<x)
([x]=n)e(n—1<x<n)e(x<n<x+1)
Testen J:
Testc =: 4 : 0 45 Testc 45

ne.y 111 ]
— . (<.x)=n 111 NB. valeurs égales

45.23 Testc 45

=.(n<:xX)*.x<n+1 1

C=.((x-1)<n)*.n<:Xx
D=.(>.X)=n
E=.((n-D<x)*.x<:n
F=.(X<:n)*.n<x+1
(A,B,0),:(D,E,F)

)

o
o

0
45.23 Testc _17
0
0

(N )
(N )



(d)

([x]<n)e(x<n) (n<[x])e(n<x)
([x]<n)e(x<n) (n<|x))e(n<x)
Testen J:

Testd =: 4 : O 45.2 Testd 45
ne.y 11
B=. (n<>.Xx)=(n<x) 11~ .
C=.((>.X)<:n)=(x<:n) 11
D=.(n<:<.X)=(n<:x)

2 2$A,B,C,D 1 45.2 Testd _80
) 11
(e)

[—x]=—x] | —x]=—x]
Testen J:

Teste =: 3 : 0 Teste 45
X=.y 11
A=. (<.-X)=(=>.X) - Teste 45.2
B=. (>.-X)=(=<.) Teste 45.2
A,B .

) 11
NB. 1 = c’est tout bon 11 Teste _45.2
Teste 0
11
(]
| x+n|=|x|%n | x+n|=[x|£n
Testen J:

Testf =2 4 : 0 45 Testf 23
n=.y 1111NB. 1= c’est tout bon
A=. (<.x+n)=(<.X)+n 11 fSiZ Testf 25
B=.(>.x+n)=G.Xx)+n
C=. (<.x-n)=(<.x)-n - I415.2 Testf 25
D=. (. x-M=(.x)-n 45.2 Testf _25
A,B,C,D 111 1 -

) 45.2 Testf O
1111




[xxy|=|x]xly J+|fr(x)xfr(y)] fr(x)+fr(—x)=[x¢Z]

Testen J:
Testg =: 4 : 0 45 Testg 45
11
A=. (<.X+Y)
B=. (<.X)+(<. (Fr x)+fr y)+(<.y) - 45 Testg 45.2
C=.(<.x-y)
D=. (<. X)+(<. (fr X)-fr y)-(<.y) - 45.2 Testg 45.2
§A=B)’CC=D) 45.2 Testg _85.4
11

NB. 1 = c’est tout bon 80r7 Testg _72rl11

11
(h)
[x+y|=[x]=[y [+[fr(x)£fr(y)]-([xg Z]+[y£Z])
nmta}g;th =:4:0 NB. 1 = c’est tout bon

A=. G .x+Y)=(G.X)+>.YD+(C. (fr xD+fr y)-(0<fr x)+0<fr y
A,B=.C.x-Y)=(CG.X)->.Y)+(C.(fr x)-fr y)-(0<fr x)-0<fr y
)

54.2 Testh 54

11

54.2 Testh _65.7
11

_12.6 Testh 31.2
11
)

A=(x.y)mod(x.z)=x.(ymodz) (z#O)ﬁA:x.z.fr(l)

Testen J:
Testi =2 4 : 0 0 Testi 54 67
Z=. x [ 'X Y'=. y 3618 3618 NB. Valeurs égales

Al=. (X*Y) mod X*Z 17 Testi 54 67

A2=_X*(Y mod Z) 864 864 864

: b 17.1 Testi 54.3 67.2
if. Z = 0 do. Al,A2 return. 863.37 863.37 863.37

end. ]
5rl3 Testi 54rll 67r5

— 7%
ﬁi_A§ i3fr Y%z 1134r715 1134r715 1134r715
) o 5rl3 Testi 54rll _67r5

216r715 216r715 216r715



()

La fonction f(x)=xmod y est périodique de périodey: f(x)=f(x+y)

Testen J:
F=: mod & Y =.7

F 45,45 + Y
3 3

F _789,_789 + Y
2 2

F 612.38,612.38 + Y
3.38 3.38

F=: mod & Y =._17.25

F 741.58,741.58 + Y
_0.17 _0.17

F _624.75,_624.75 + Y
_3.75 _3.75

Remarque :
Pour des raisons typographiques on utilise dans la suite
IN°={1,2,3...n,n+1,...|=ensemble des entiers>0

(en général on utilise 1’astérisque et non le °)



1V) THEOREMES

THO1 :

_[lx]<x<[x]>sixgZ
(x€R) | x|=x=[x]|?sixeZ

Démonstration THO1 :

Si xg¢Z 0<fr(x)<1 donc |x|<|x]+fr(x)=x<[x] cqfd
Si x€zZ fr(x)=0 donc |x]=x= cgfd
Testen J:
TestO1l =: 3 : 0 Test0l1l 54
11
X=.y
if. 0< fr X do. 11 Test01 72
A=. (<. X)<X [ B=.X<(>.X)
else. - Test01l _54.6
A=.(<.X)=X [ B=.X=(>.X)
end. Test01l _54
A.B 11
)’ Test01 O
NB. 1 = c’est tout bon 11
THOZ2 :
xeR\_ (lx£n|=[x]|£n
neZ) \[xxn|=[x]|%n

Démonstration THOZ2 :

Ona x=|x|+fr(x) ol o0<fr(x)<1 et
1) |x+n]=[({x|+n)+fr(x)]=[x|+n|=]x]+n
2) [x+n]=[([x]+n)+r]=[|x|+n]=[x]+n

On peut changer nen-ncar neZ .

Testen J:
Test02 =: 4 : O

n=.y
A=. (<.X+n)=(<.X)+n
B=.(<.X-n)=(<.x)-n
C=.C.x+n)=C.x)+n
D=.(>.x-n)=CG.x)-n
A,B,C,D

)

NB. 1 = c’est tout bon

11

11

11

11

11

0<r=[x]—x<1
cqfd
cqfd
cqfd

54 Test02 65

11

54.23 Test02 65
11

_54 Test02 65

11

_54.14 Test02 _65
11

0 Test02 65

11




THO3 :

(nez): |

meiIN °

Démonstration THO3 :

On peut écrire  n=am+r a,reZ 0<r<m-1 Osle—l —1<1_m51+r_mso donc :
m m m m
n,_,am+r,_, 1, _ n—m+1l, am—m+r+1,_ 1+r—m,_ n,_rn—m+l
e e e P e A E K R
Puisque neZ on peut changer n en -n : L%J:[_n_mﬂl on applique alors la propriété
élémentaire (e) en changeant tout de signe : [%1:["+Z_1J cqafd
Testen J:
Test03 =: 4 : O 55 Test03 17

m=.X [ n=.y I=. 2 3 (A,B)=11; (C,D)=00

55 Test03 _23
A=.(>.n%m) [ B=.(<.(n+m-1)%m) > t03 <3
Crolsymm [ o= G lnslomit) 050 e s
Ec(3522=1“¥c'3'3)' ' (A,B)=11; (C,D)=00
’ S 55 Test03 0

) ~ ) _
NB. Valeurs égales (A,8)=00; (c,D)=00
THO4 :
[XinkﬂLﬂinJ
meN°;neZ\_ | m m
x€R [xinP{inn]
m m
Démonstration TH04 :
1)Si x€Z C’est évident car |x|=x=[x]
2)Si x¢Z On peut écrire x+tn=cm+z avec ce€Z et zeR 0<z<m O<%<1
|x|+n=cm+z' avec z'€R 0<z'<m O<ZE<1
XA M2 oy ooy L |[RI Y OV 2 2
m m m m m m m m
donc : [X+n J:[[XJHIJ cqfd x et n peuvent &tre changés de signe :
m m
| = :[l_XJ_nJ et avec la propriété (e) |—U|=—[U] il vient:

m m



_[X+n1:[_[x]_nJ_

X |+n xX+n x|+n
o Zlxln gbebny o il
Puisque n peut étre négatif, on peut remplacer +n par -n dans ces formules cqfd

cqfd

Testen J:
TestO04=: 4 : O 53.4 Test04 7 23
mon'=.y 1111
A=. (<. Oern)sm)=<. ((<)+n)%m . i3i4 Test04 12 _7
B=. (<. (x-n)%m)=<. ((<.x)-n)%m
C=. (. Cem)m)=>. ((>.x)+m¥%m . 555-4 Test04 54 17
D=. (. (x-n)%m)=>.((>.x)-n)%m
§’B’C’D NB. 1 = c’est tout bon
THO5 :
_Nxm—1 +k
ne”Z N= L=y l'ﬁrd

=

melN ° n=7 .= — ]

Démonstration THO5 :

On peut toujours écrire n=am+b ou a,b€Z 0<b<m-—1 etrépartissons n dans m boites
dont le numéro k varie de 0 a m-1 de la fagon suivante :

1) On place a dans chaque boite (la somme est ma)

2) On ajoute 1 dans les b boites numérotées de m-b a m-1 (la somme est ma+b=n)

La k ieme boite contientasi 0<k<m—-b—1 ,eta+tlsi m—-b<k<m-—1

Pour chaque boite calculons [ﬂJ:[cHMJ:a +[MJ:a+[k>m—b]
m m m
Les m-b premiéres boites contiennent donc a= [%J
les b dernieres contiennent a+1= [%J Par suite Z Tk cqfd. Puisque n peut
k=0
étre négatif, changeons son signe —n= Z [ﬂj et appliquons la propriété (e) :
& | —n+ k — k -
—n=>| 1 z [2=X] donc :z | cqfd
k=0 m k=0 m =0
Testen J:
Test05=: 4 : O 51 Test05 22
_ _ 22 22 22 NB. valeurs égales
m=.x [ n=.y 56 Test05 12
A=.+/<.(n+i.m)%m 12 12 12
8= +/>. (n-1.m)%n 56 Test05 _35
) o _35 _35 _35

56 Test05 56
56 56 56



THO6 :

x+k
| x]=2, |—]|
m—1
Imx]= Y | x+X |
x€ER | k=0 m
melN °© ol o
[x]=2.1 1
k=0 M
m—1
k
[mx|= 2, [x——]
k=0 m
Démonstration THO06 :
On utilise les THO4 et THO5 : n:Z[ﬂJ: [d] Y nez
k=0 M k=0 M
n=lxj= 3 | R T 2K o
k=0 m k=0
_ S Imxrk S mx+k &
n=|mx|=) | =21 ]=>" [x+=] cqfd
k=0 m k=0 m k=0
B _m—l [X]_k _m—l X k
n—[XW—k:O[ - 1—;6[ - | cqfd
n=lmx]= 3 MRS mx—kg K
k=0 m k=0 m k=0
Testen J:
Test06 =: 4 : O 53.2 Test06 11
. 1111
K=.i.m =.y
A=.(<.X) = (+/<.(x+K)%m) - I—"i”-z Test06 11
B=.(<.m*x) = (+/<.X+K%m) 0 Test06 11
C=.G.X) = (+/>.(X-K)%m) 111 135
—_ * —_— -
D=. (.I%) = (+/>.x-Kdn) 56 Test06 36
)’ e 1111
NB. 1 = c’est tout bon
THO7 :
m—1
neZ;meN° U {(+kn)mod m}=d. foisE, ,
PGCD(m,n)=d |=| "
’ E, = 2d,...,la—1
m=g.d d.a {O,d, d, ,(a )d}

(multi—ensemble)




Démonstration THO7 :

Ona d=PGCD(m,n) ; m=ad; n=bd; a,be€Z ; a=>1 ; PGCD(ab)=1; f(k)=(kb)mod a

f(k) de période a; Posons A={0,1,2...,a-1} et M={0,1,2...,m-1}
(k=0,1,2...,a—1)=(kb)moda€ A Si (kb)mod a=(k’b)mod a =r il vient

kb=pa+r et k’b=qga+r d’ou (k-k’)b=(p-q)a et a divise k-k’ (car a et b premiers entre eux)

C’est impossible sauf si k-k’=0 ou k=k’. Par suite : k#k'=(kb)mod a#(k'b)moda

et k=0,1...,a—1=(kb)moda€A tous les éléments de A atteints fois et 1 seule.

(kn)mod m = (kbd)mod (ad) = d(kb)mod acdA=E,

La fonction f(k) ayant la période a, quand k décrit I’ensemble M ,f(k) décrit d fois dA cqfd

De plus, n pouvant étre négatif, on peut changer son signe. cqfd

Testen J:
Test07 =: 4 : 0 12 Test07 9
M=.j.m?.3: § n;-y |3 4 |
Z=./:~(M*n)mod m | 4|
a=.m%d=.m +. n |0 3 6 9]
,-(d,a);]:(a,d)$z |0 3 6 9]
) |0 3 6 9]
|
12 Test07 5
I |
|11 12 |
I |
I |
012345678910 11|
I I
12 Test07 _5
I |
|11 12 |
I |
I |
|01 23456789 10 11|
I I
THO08 :
m—1
. m(m—d
neZ;melN° :Z((kn)modm)Ig
PGCD(m,n)=d| Z& 2

Démonstration THO8 :
On peut écrire m=ad ; n=bd ; m, n entiers ; m>0

D’aprés le THO7, X:ij ((kn)mod m):daZ::1 ((kbd)mod (ad))=d >_ d((kb)moda)

X=dd:§;k=dda<az_1):(ad)(;d_d) m(n;—d) cafd




Testen J:

Test08=: 4 : O

55 Test08 12

. 1485 1485 NB. valeurs égales
K=.i.m=.x [ n=.
A=_+/(K*n)£od g 55 Test08 _12
B —apkmom - n 1485 1485
A é ) ) 55 Test08 0
)’ 00
55 Test08 55
00
THO9 :
m—1 m—d
x€R | x+(=kn)mod m|=m(| x|+ 5 )
neZ;melN° |=[*2°
PGCD(m,n)=d [x+(ikn)modm]:m([x]+mgd)
k=0
Démonstration TH09
m—1 m—1 -
> |x+(kn)modm|=Y | x Z (kn)modm:m-[xj+m(n;_d):m([xj+mz_d) cqfd
k=0 k=0 k=0
Testen J:

Test09 =: 4 : O 53.2 Test09 22 6
Ke.iom [ 'm n'=.y 1386 1386
A=.+/<.x+(K*n)mod m 1408 1408
B=.m*(<.X)+-:m-m+.n 53.2 Test09 22 _6
C=.+/>.x+(K*m)mod m 1386 1386

. 1408 1408
D=.m*(>.X)+-:m-m+.n
2 2$A.B.C.D _53.2 Test09 22 6
) S _968 _968
, _946 _946
NB. Valeurs égales 53.2 Test09 22 0
_1188 _1188
_1166 _1166
53.2 Test09 48 24
3120 3120
3168 3168
TH10 :
x€IR -
modm X

neZ ;meIN° 2: J—dbﬂ)

d=PGCD(m,n)/ *°




Démonstration TH10

S:mf lx+(kn)modm J:’;glx+(kdb)mod(da)J:"‘Zj[ x+d(kb)modaJ:d“Z_:1 lx+dk

m m m k=0 da
(5 k
d X s Lo _
S= dz = [EJ d’aprés le THO6 cqfd  (on a posé m=ad et n=bd)
De plus n pouvant étre négatif on peut le changer de signe cqfd
Testen J:
Testl0 =: 4 : O 65.7 Testl0 28 36
. ' ' 64 64 NB. Valeurs égales
K=.i.m [ 'm n'=.y
A=.+/<. (x+(K*n)mod m)%m oy (oo+7 Testl0 28 36
—4 * _—
B=. d<.xdid=.mt.n _65.7 Testl0 28 36
)’ _68 _68
THI11 :
x€R m—1
x+nk x, (m—1)(xn—-1) d-1
nezZ;meN° |=(2.| J:d[EJ+( )<2 )+ > )
PGDC(m,n)=d -

Démonstration TH11 :

m—1 m—1 _ _
S:z x+nk :le+(kn)modm+nk (nk)mode nk—(nk )mod m

or €Z donc
k=0 m m m
x+(kn)modm nk —(nk)modm, "' x+(kn)modm ' kn ml(kn)modm
S= = el
kzzo( m J+ m ) Z‘[ m ;Z‘Z)m =
m—1
S1=>, [X+(kn)m0de=d[£J d’aprés le TH10
k=0 m d
Szzmz_lﬁ—ﬂm_lkzﬂn’l(m—l):n(m—l)
k=0 M M k=p m 2 2
m—1 m—1 _ _
S3= (<I(H)Ldm):iz(kn)modm—l m(m—d)_m—d d’aprés le THOS et
k=0 m m k=o m 2 2
_ _ ax,n(m=1) m-d_  x, . nm—n-m_d_  x, nm—n—m+l_d-1
S=S1+S2-S3= d[dj+ 5 5 d[dJ+72 +2—deJ+ 5 t—
_ %, (m=1)(n-1) d-1
S—d[dJ+ 5 t— cqfd

Enfin, n pouvant étre négatif, on peut changer son signe. cqfd



Testen J:
Testll =: 4 : O 21.6 Testll 68 17

. 561 561
K=.i.m [ d=.m+.n [ 'm n'=.y

- L k. 578 _578
B=. (d*<.X%d)+-: ((m-1)*(n-1))+d 14 Testll 68 17

i B 510 510
)’ NB. valeurs égales
TH12:
xeR m_llx+nk j x+mk xJ+(m—1)(n—1)+d—1
m,n€IN° == P d 2 2
PGCD(m,n)=d (résultatsymetrlque enmetn)

Démonstration TH12 :

n et m étant positifs, on a d’apres le TH11 :
& x+(kn)modm m—1)(n—1) d—
Z[ ( ) J:dlij_i_( )( )+
k=0 m d 2

On peut donc échanger m et n dans la somme sans changer le résultat. cqfd

résultat parfaitement symétrique en m et n

Testen J:

Testl2 =: 4 : 0 12.3 Testl2 45 14
K=.7.m [ d=.m+.n [ 'mn'=.y 2% 23958Ti§8tlz 12 42
K=.i.n [ A=.+/<.(X+n K)m 258 258 258

B=.+/<. (X+m*K)%n

— . _ _ _ 35 Testl2 12 420
C=. (d*<.x%d)+-: ((m-1)*(n-1))+d 5334 2334 2334

1 7
A,B,C NB. valeurs égales
)
TH13:
x€lR m—1 +nk _1)(1+ 1—d
neZ ; meN° 3(2[)(_” ]Zd[gh(m )2( _n)+ > )
PGCD(m,n)=d -

Démonstration TH13 :

g Z —x— M< ﬂ—xhjm—lx—n—n+d—1

On utilise le Th11 et la propriété (e) : - 5 5

m—1
k 0n—1ﬂn+1) d 1
kZ:;) | m I=- [dw 2 2
De plus, n peut étre affecté du signe - cqfd

En changeant tout de signe : cqfd



Testen J:

Testld3 =: 4 : 0 45 Testl3 5 17
K=.i.m [ d=.m+.n [ 'm n'=.y 81 81
A=.+/>. (X+n*K)%m 13 13
B=. (d*>.x%d)+-: ((m-1) *(1+n)) +1- 456.78 Testl3 5 _17
d 425 425
C=.+/>.(X-n*K)%m 493 493
D=. (d*>.x%d)+-: ((m-1)*(1-n))+1- _987.65 Testl3 22 55
d 396 _396
2 2%A,B,C,D _1551 _1551
)
NB. Valeurs égales
TH14 :
x€R ~ x nk < x—mk x, (m=1)(n—-1) d-1
=d|=|— —
m,n€IN° 2 ,;) n ] [d] 2 2
PGCD(m,n)=d (résultat symétriqueenmetn)

Démonstration TH14
On utilise le TH13 avec le signe — pour n :
m—1
x—nk x; (m=1)(n—-1) d-1
EASLLS) PR [ _
k;) | m W [d] 2 2
permuter les roles de m et n. cqfd

ce résultat étant symétrique en m et n, on peut

Testen J:

Testl4d =: 4 : O 45 Testl4 6 21
K=.i.m [ d=.m+.n [ 'm n'=.y _6 _6 _6
A=.+/>.(X-n*K)%m _45 Testl4 6 21
K=.i.n _96 _96 _96
B=.+/>. (X-m*K)%n _456.12 Testl4 24 42
C=.(d*>.x%d)--: ((m-1)*(n-1))+d- _930 _930 _930
1 654.32 Testl4 55 32
A,B,C _182 _182 _182
)

NB. Valeurs égales



