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I) DEFINITIONS (au moyen des fonctions génératrices exponentielles)

A) Polynﬁmes et constantes de BERNOULLI
t ext 0 tn _ t . —
B,(x) : ZB n! q| | B HZ:;)B,,H—!— | o B,=B,(0)

B) Polynomes et constantes ’EULER

o0 tn 2.ext t t
E : E —= E_: —= 1 E =2"E (1/2
) S B2 g (S g L2 o [E g i)

IT) PROPRIETES DES NOMBRES ET POLYNOMES DE BERNOULLI

et (2)Sh((x=1)0)

t _1 S t 2 2
- 2 (E)Ch((x E)t) > B,,.,(x) =
2. By, (X)om= (2n+1); sh(-)
n=0 (2n)! sh(L) 2
Démonstrations :
S B, Cotet e U2 s U2 oy 0 ash((x-1/2)¢)
=" n!l =1 e ? Sh(t/2) Sh(t/2)
et, en séparant fonctions paires et impaires de t :
t 1 t 1
. o (5)Ch((x=3)t) et (5)Sh((x—=3)t)
B2n<x) ‘ = 2 2 et Z BZn+1(x) ‘ = 2 2 qud
n=0 (2").’ Sh(%) n=0 (2n+1)! Sh(%)

t

By=1|| g _—1||| By, =0si p>0 ZB 22,, £2P
2p

2 (2p)! th(t)
Demonstrations
i t—: t — t e 1 t=0 = B():]_ qud
oo nl oe'—1 S t t
t+—+— 1+—+—
6 2 6
-1t
Spt=—1 _1-2 8 z1]) =0 > B="1 cqfd
r S (04 1+byt t t 2
+—+— 1+—+—



2 t" ot t t e'+1 t/2 i
—B,t+) B —=—+ =—. = ft paire) t- 2t =
! ;, "n! 2 e'—1 2 e'—1 th(t/Z)( paire)
o) ) th t
B p = et Byp:1- cqfd
2 B2 =i o B :

B.(x)=1 "y )= B 1 de degrén | | V%!
o(X) B,(x)=nB, (x) () | polynome de degré n an(x)dx=y" pour n>0

Démonstrations :

o) Xt
Enpartantde Y B,(x)=L¢ . il vient pourt— 0 :

n= e —

e\ .. (1—xt) , . .
B,(x)=lim ( )=lim )=1 cqfd En dérivant par rapport a x :
>0 e —1 t>0 e
0 ) tn _ 2 xt n—1 B t-eXt 0 B;,+1(X> tn _ 0 tn
;BH(X)H!— = ZB 1 Z:,)( - );,—;)m(@;,
B’n+1<x)

-~ =B,(x) = B, (x)=n.B,_,(x) cqfd B,(x) estune primitive de B, ,(x)

B,(x) étant un polyndme de degré 0, par induction B,(x) pol. de degré n cqfd
En intégrant par rapport a X :

y+1 y+1 n y+1

Z(f B,(x)dx * Zy"— = fB Jdx=y" cqfd
n=0 'y n=0
1 . n
J B,.<x>ax:(1 '3—") xy)=Y oy B,(x)=. CiB,x""
0 0 sinon k=0
nJ
B (x)= ."B,,x" °"| ol |z|= entier maxi < z

Démonstrations :
On pose y=0 dans la derniere forrnule démontrée = cqfd

0 n (X+Y)
t _t'e Xt te ]t t
B —_ .
,;) Wxty) == Z . kZ‘a (¥)37)
2 < n! t"
= ——  _)B,(y)x C‘B, (
,;,(kzo(k!-(n—k)!) W y)x" ! Z:', ,;, n.'



(x+y) Z C*B,( cqfd En posant y=0 dans cette formule :

= B,(x)=) C‘B x"* cqfd Puis en utilisant les valeurs des B :

n
k=0

J

"B, x"*" cqfd

Bn(]‘ —x)=(-1)" Bn(x) B,, (x) symétrie/droite x=1/2 B;,.1 (x) symétrie/point x=1/2 y=0

sin#l || B,(0)=—B,(1)=B,=—1/2

Démonstrations :
n

> B,(1-x) L= 0= X (B, ()1 ==> By(1-x)=(-1]B,(x) cqfd

sin=2p B,,(1-x)=B,,(x) =cqfd sin=2p+l B,,.,(1-x)=—B,,.,(x) = cqfd
On pose x=0 = B, (1)=(-1)"B,(0) or B,=B,(0) et B,,.,=0 sip#0 =

B,(0)=B,(1)=B, sin*1 et pour n=1 B,(0)=—B,(1)=B,=—1/2 cqfd

2n—1 n 2p E 22p 2p+1 2
Démonstrations :
t/2 n n S n
te (¢/2) t S B, t" &t 1 t
B =2 — =2 —)——> B —=) B —1)—
nz;) 2 n' et—l €’’-1 e'-1 ,,Z:;)( ")n! ,,Z:;, "n! ,;, "<2"‘1 )n!
1 1 1 1 1,
:BH(E):—(I—ZH_I)B,,: B, () —(1—22p_1)32p et Byyul5)=0 cqfd

=m"! Z Bn(x+£) m entier > 0
m

Démonstration :
mt_ 1 m—1 m—1
¢ :Z PLE = ) | m entier > 0
t t mt
e—1 i e—1 =0 e —




0 tn emxt m-— temxt kt 1"1—1 (mt)e 1'"—1 0 k (mt)n
';) (mx)— o k:(,(e'"‘ 1) mg)( NI ) m};(;) x+—)
2 " & = ko t" m-1

n—-1 n
';Bn(mx)n—!:';)(m :;13"( +E))n_! = ll;)B x+—) cqfd

1 n—1 1 1 n—1
B=—— c B B c* B our n>0
n n+1k:0 n+1 "k 211 2 2n+1kz:4) 2n+1 2k p
Démonstration :
n n—2
Dans B ZC B, x . avec x=1, anzCﬁBk:C:Bn"'C:_an—l"'ZC’::Bk =
k=0 k=0
1 n—1
:_Zc B, n— ntl= B =—o- Ct..B, cqfd or B;=-1/2, By+1=0
n =, n+1;=
lanIJ
1 -1
B = CB+ c* n-2n= B, =——(C! B+ c* B
n n+1( n+1 ’;) n+1 ) 2n 2n+1( 2n+1 kz;) 2n+1 k)
B 1 1

2n 2 2n+1 Z C2n+1 2k qud

Nombres de BERNOULLI | Polynomes de BERNOULLI

B, =1 By(x) =1

B, =-1/2 Bi(x) = (-1/2)+x

B, = 1/6 By(x) = (1/6)-x+x2

B; = Bi(x) = (1/2)x-(3/2)x*+x°

B, =-1/30 By(x) = (-1/30)+x>-2x>*+x*

B, = By(x) = (1/6)x+(5/6)x*(5/2)x"+x°

B = 1/42 Be(x) = (1/42)-(1/2)x*+(5/2)x*-3x°+x°

B; = B;(x) = (1/6)x-(7/6)x*+(7/2)x°-(7/2)x°+x’

Bs =-1/30 Bs(x) = (-1/30)+(2/3)x*-(7/3)x*+(14/3)x°-4x"+x°
By = By(x) = (-3/10)x+2x°-(21/5)x°+6x"-(9/2x°%)+x’
B,=5/66 B1o(x) = (5/66)-(3/2)x*+5x*-7x%+(15/2)x°-5x"+x"°




Démonstration :
n—1

Z C2n+1

-1
On utlise B,=1 , B.=— | B,,,;=0 pour p>0, B
vt 2 2t =5 POUTDE, 2™ 2 2n+1k_0

b

n
B,(x)=

."B,,x" " | une pile de papiers, un bon stylo et ... une bonne

dose de patience (comme Euler au 18° siecle )!
A moins de disposer d’un ordinateur avec J (ce qui est vivement conseille)!

1 B+ 1 1 1
_!Bp(x)Bl(x)dx:ﬁ _!:Bp(x)Bq(x)dx—( 1) C!,.B,., {Bl(x)zdxzﬁ
p>1 petg>1

Démonstration :

1 1 1 1

1 1,B,.(x))" 1 B,.,+B ,

J B, (x)Bu(x)dx=] B,(x) (x—F)ax=(1x—3) 22 ——Lo [ B, ()= Dp s
1

pr(x)Bl(x)dx— p+1 cqfd

0

1 1 1 1

. (B,..(x)B,(x));" 1 '

J By(x)By(x)dx= <p11>B [t )~ Boa(X)B () ax

1 q 1 1

{BP(X) x)dx= H{Bml (x)d _(p+1 p+2 {sz (x)dx =
_(—a=la-1), 1 _(=1)"qlpr a1
(p+1)( p+2 ' p+q 1 ‘Z':Bp+q 1 )dx— (p+q>! Bp*q_( 1) Cp+qu>|<q
cqfd

1
(x—1/2°) 1
fB {x 1/2)" dx=[~——- ]0_12 cqfd



Bp(x)zdx:Cgp(_l)p_lBZp:C§p|B2p|

c°—°n-n

B;, du signe de (-1)*'  C’est-a-dire (-1)*'B;,>0 ou (-1)*'B;,=|By)|

Démonstration :
En posant p=q dans f B,(x)B,(x)dx=(-1)""C!,,B,., on obtient :

(_ 2p

1
- lp [ B,(xdx>0 c.a.d. B dusigne de (-1)"" cqfd
2 0

B (x+1)—B,(x)=nx""

Démonstration :

y+1 x+1 x+1
Bn+1 _(Bn+1<X+1)_Bn+1<x))
f B,(x)dx=y" = x —IB )dz= [n+1(z)] = 1

n- n-1=

X

B,(x+1)-B,(x)=nx"" cqfd



III) PROPRIETES DES NOMBRES ET POLYNOMES D’EULER

1 1
i ( ) el Ch((x_i)t) i ( ) 2+ Sh((x_i)t)
E, (x = E,. ..\x =
n=0 2 (2").’ Ch(i) n=0 2+t (2n+1)! Ch(i)
2 2
Démonstration :
iE . " 2" e e _Ch((x—1/2)t)+Sh((x—1/2)t)
S nl e'+17 e ch(t2) Ch(t/2)
et, en séparant fonctions paires et impaires de t :
1 1
% 2n Ch(<x__)t) % 2n+1 Sh((x——)t)
ZE2n<X) - 2 et ZE2n+1(X) ‘ = 2 CC[fd
n=0 (2")! Ch(i) n=0 (2n+1)! Ch(i)
2 2
E,=1 E,,.,=0 1 _Z‘O:E 2P E'n(x):nEn_l(x) En,(X)=polyn6me de
E,(x)=1 ch(t) ;= “*(2p)! degré n
Démonstration :
0 tn 2-e”2 0 tn z.ext
E,—= E —= = E.=1 E.(x)=1
Z:‘; "nl el o ,.Z:‘) "(X)n! e+l 0= Ey=1 et Elx] cqtd
N " _ 2 2
E — cqfd
nzz;) "n! e"+1 e'+e' ch(t) a
S ()22 gk 3 () o2t S g (g =Y nE, 0L
n=0 n! et+1 n=1 " n' e +1 n=0 n=1 o n!

= E,(x)=nE, (x) cqfd E,(x) pol. de degré 0 = Ei(x) pol. de degré 1, etc... cqfd




1 E,.(1)—E,_(0) ||| E;,(1)=E,,(0) 2(22P-1)
{EH(X): n+1 = = EZp—l(l)_EZp—l(O):(T)BZP
1 B 2(22p+2_1) 1 ~
{EZP(X)dX_(p+1)(2p+1)BZ”+2 {Ezpﬂ(x)dx—ﬂ
Démonstrations
E,.(x) E,.,x)' E_(1)-E,_/(0)
n+1 _ n+1 __ 'n+1 n+1
IE J(; n+1 dx=| n+1 ]0_ n+1 cqtd

" 2-e" w 1 n 1 t_ h(t/Z)
ZEn(X) E t—: 2 X dx = 2 re—1 :t =
n=0 n! e'+1 ,,Z::')“!. n! e‘+1}[e dx e‘+1[ t ] (¢/2)
0 1 n 0 2 p+2 1 2p+2
t (2°P"°—1) 2(2°7"—1)
E.(x)dx)—=)_B,,.,2. B,,.
2 (L EX)ax) =2 B2 i s~ ] B X)x= ) Sy B
L 2(2°P*2-1)
et IE2p+1(X)dX:0 qud: E2p+1(1)_E2p+1(0):WB2p+2 p - p'l =
0
2(2°P-1
EZp—l(]‘)_EZP—l(O):% 2p qud et E () EZp(O) qud
n 1 n—k
x)=) CYE, 27 "[x——]
k=0 2
1 2(n—p) 1 2(n—p)+1
Z CZPE 2 Zp E] 2n+1 Z C§5+1E 2 Zp E}
EZn(]')_ znzcsz
- __ n—(2n+1) . 2p an+2 2n+2
E2n+1(1)_ E2n+1(0>_2 zc2n+1E (2 1)
ur n+1
Démonstration :
tn 2 eXt e(x—l/Z)t 00 . t] ) tk 00 n E, f tn
E = = x—1/2)— E = C'—|[x—1/2]"
Z x)-—= o1 (i) <,§,[ ]j.')(,;, ) ngo(k:o | )
n—k [n/2]

= E,(x)=) C';EkZ"[x—%] cqfd. Or Ep1=0 = E,(x)=) CXE,,2 *"[x—1/2]"*"
k=0

p=0



sin-2n= E,, ZCZ”E [x—1/2"% cqfd

sin-2n+l1= E,_, (x z C3?,,E, [x—1/2"¥*" cqfd  En posant x=0 il vient :

EZn(]‘): 27 Z CZPE 2n+1<1):_E2n+1<0):2_(2n+1) Z C§£+1E cqfd
=0
s o Chllx=2)0 P o
E,, = E,,(0 = E,,(1 =1
2 2l )(2n)! Ch(%) = Zﬂ 2l )<2n>, Zﬂ 2n )<2n>,

1
i ( ) {2+ Sh((x_i)t)
E,,. =
im0 T (2n+1) ch(L)
2
2n+1 2n+1 2n+2 2n+1
: t : t t,_ < 2(2°"*-1) ¢
E 1)————=—-)> E 0)———=Th(=-)=) B
,,Z::', 2 )(2n+1)! ;, 2o )(2n+1)! (2) Z::', 2 (n+1) (2n+1)!
—_ _ B2n+2 2n+2 fd
= E2n+1(1)_ E2n+1(0)_ n+1 (2 1) Cq
E,=1 E,,.,=0 E :_"Z‘j i p>0 E (x)+E (x+1)=2X"
Démonstrations : E,=1 est déja démontré.
1 0 2p 1
ch(t):;, Ez,,(z T est une fonction paire = E,,.,=0 cqfd 1=ch(t) (ch(t
0 t] 0 tZk 0 p (ZP)! t2p
= 1=(2 (7)) L E )=2.(2LE ) =
&2 & B = & & B i ap-2it 2
_OO 3 2k t2p _w 2 2k Zp 2k
I_Z(ZCZPEZk)(Z )! = O_Z(ZCZpEZk)(Z [ = 0= ZC E =
p=0 k=0 p p=1 k=1 p)!
pl
2
EZ":_,,ZICZ"EZ" cqfd

n

o0 xt (x+1)t 0
> (E,(x)+E,(x+1))= 2e | 2¢ =2¢"=2> x"L = E (x)}+E,(x+1)=2x" cqfd
e'+1 e'+1 =" n!




Nombres ’EULER Polynomes d’EULER

EO =1 Eo(X) =1

E.=0 E:(x) = (-1/2) +x

E,;=_1 E;(x) = x +x°

E;= E3(x) = (1/4) -(3/2)x* +x>

E,= E4(x) = x -2x*+x*

E; = Es(x) = -(1/2) +(5/2)x* -(5/2)x* +x°

Es=_61 Es(x) = -3x +5x° -3x> +x°

E;=0 E,(x) = (17/8) -(21/2)x*> +(35/4)x* -(7/2)x® +x’
Es = 1385 Eg(x) = 17x -28x> +14x° -4x7 +x°

Ey,=0 Eo(x) = (-31/2) +(153/2)x* -63x* +21x° -(9/2)x® +x°
E; =_50521 Eo(x) = -155x +255x° -126x°> +30x” -5x° +x'°
Démonstration :

p—1 n " Lk 1 n—k
Comme EULER, on utilise E,,=— . C2*E,, , E,(x)=) C,E,2 [x=51
p=1 k=0
E,=1 et Ey(x)=1
... et on s’arme de patience... comme EULER ...
ou on utilise un ordinateur ! Cqfd
R AR AT
k=0

Démonstration :

l il E,(M+1)+(-1)"E,(0

1"t 0=1 S (1, )+, (ke )= e UL g

k=0 k=0




B =CUE x| |EW=rE =L cn=15 e,

E,(1+x)=(-1)"E,(-x)

1 1
E2n<1)_E2n(0):0 E2n+1(1)_E2n+1(0): Z Clr; E,= yn-1 kZ: CikEzk
=0

Démonstrations :

x-1+x = E,(1+x)=(=1)"E,(=x) cqfd et x=0 = En(1)=(-1)"E.(0) or :

n

ZE"(I)t_n: 2e i C ZEk o zEkn—')}t =

/2
e
n=0 n! e'+1 Ch<t/2) 1:02]].'1(0 2 k! n0k02 k'(n k)!

[n/2|

En(l):(—l)"En(o):%Zc’;Ek ;ZCZkEZk (car Ex:1=0) cqfd
k=0

[n/ZJ

B (1-E,0)=(1+(-17") LY ChE =141 L 3 6By =

n/2]

EZn(l)_EZn(o):() Et E2n+1(1)_E2n+1(0): 23_1’(2 Clr(l Ek 2 Z CzkEZk qud
=0

2m

E ((2m+1)x)=(2m+1) k:U(—1>kEn(x+2nf+1> m entier > 0
2n+1n1n2m—1 . k
E (2mx)= -1)“'B L -
n( mx) (n+1) Z;}( ) n+1(x+2m) m entier > 0
Démonstration :
Z_ B t)m_l_(_l)m+1emt+1
k=0 (—e)—l e'+1
2m—1 2mt 2m k _kt
—e T +1 1 —1)e .

m - 2m+1 = ,(Z::‘) (—l)kekt: o1 = et+1:k=0e(2m+—)1)t+1 m entier > 0 (a)




2m e(2m+ 1)t+1 2m-— )k+1ekt
m-2m = Z(—l)kekt: : = = Z th m entier > ( (b)
k=0 e+1 e'+1 o
(x+ k )(2m+1)t
0 n (2m+1)xt 2m 2m+1
t 2e Kk 2e .
E ((2m+1)x)—= =) (-1 en utlisant (a
3 E,((2me)x) =2 == (12— ( (@)
2m koo k tn 0 2m B} k tn
= -1 E 2 1)"—= 2 1) —1)E —_—
DY B (xr ) amef = (amef Y (1, ()
2m k
E ((2m+1 2m+1 —-1)*E
= E,((2me1)x)=(2me 1Y (C11E, (x+ ) cafd
(x+—)(2mt)
0 " 2emet 1 2m—1 fo1 (th)e m .
E (2 —= =— —-1)° en utl t(b
2 Ey(2mx) === 2 (F 1) ) (en utlisant (b))
0 n+1 12m—1 kloo k tn
E (2 == 1)< B —)(2m)"
3B 2ma) o=t 3 (1Y B e 2m L
0 n 00 2m-1 k tn
E 2 L 2n n—1 1k+1B e
3nE, ,(2mx) =3 (2wt 3 (1B, (x5l
n 2m-—1 k
nE,_ (2mx) 2’m"' > (-1)'B, (x+——) n - n+l=
k=0 2m
2n+1rnn2m—1 ko1
E (2mx)= 1) kZ:‘) (=1)*'B,,,(x+=—) cqfd
E, (x)=2(B,(X)=B, (X)) | sin>1| | E,,(x)=2(B,(x)-2"B, (X)) | sin>1
n—1 n n 2 n 2 = n—1 n n n 2
X+, xt
x+1 t" te * S x\t"_ te’
Démonstrations : nZlB > )n, rm B Z;B”(Z)n-’_et—l 1=
= +1 "t . t 2 te >, & t2 3 t & E (x) ¢
X X e e e ) e n
B,(—==)-B,(5))— - = e’—1)== == -
n;( 4 2 ) "(2))'1! e—1 e'-1 e—l( ) 2 (3) 2,,23 2" n!
e +1
> (B, (X)X L=y (Bp (x)E = E,,(x)=2(B,(X)-B,(X) cqfd
~ n 2 2 n! — 2,, n— n! n—1 n n p) n



N ngp (Xnth_ te"  2te™ t 2e"\_t¥ t" _~>(n
B —2'B,(<))—= — - =—) E —= —E —
HZZI( n(x) n(z))n, et—l ezt_l Z(et+1 2n—0 n(x)n, ;(2 n—l(x))n!:>
2 n

En_l(x):E(Bn(X)—Z Bn(g)) cqfd

1 i (2n+m+2__1) . , i N

fEn(x) ( )dx 4( 1) Coim 2 B, . | (50 sin et m n’ont pas la méme parité)

0 (n+m+1)

1 2n+2
2" 1)
E (x)dx=4(-1)"C} ( B,..
‘{ n( ) ( ) 2n (2n+1)2 2n+2
Demonstration
0 un 0 Vm 2 Xu 2exv (u+v)
E (x)— E (x = =
nZ:;) o )ﬂ!mZ::o g )m! e'+1e'+1 (e +1)(ev+1)

1 eu+v_ 1

Z:Z:[J’EH(X)E"'(X)dX]"—-'m~':(e“+1 (e'+1 "(':e _U+V[(e"+1)(ev+1)]

2k+1 2k+1
3 E2k+1(0) u +v

=—4 =—4 E»(0)=0
,Z; k' u+v ] ,(Z:;, (2k+1)![ u+v | car Ex(0)
0 2k 0 E (0) n m
2k+1 1) u" Vi =—4 _ 1) Znm+ I'm! u v
Z‘ 2k+1 Z( Sutvi] ,;,MZ:‘:,[( ) (n+m+1!)n m]n!m!
1 E ( ) (2n+m+2_1)
= | E (x)E,(x)dx=4(—1)"" —2xm 'm!=4(-1)"C" B
J(; n(x) m(x) X ( ) (n+m+1 ! m ( ) n+m (n+m+1)2 n+m+2

(€ar Eyyy(0)=—(2-1)7221 ) cqfd

Intégrale nulle si les parités de n et m sont différentes. FEt si n=m =

2n+2

Bz n+2 CC]fd

1 . (2
fE Fdx=4(-1)" Con——
) (2n+1)




IV) Applications des nombres et polynomes de BERNOULLI et EULER

A) Sommes de BERNOULLI
Définition :

M
Ce sont les sommes |S,(M)=)_ k"|avec n entier > 0 et M entier > 0
k=0

a) Formule utilisant les nombres et polynomes de BERNOULLI

M B ..(M+1)-B
Sn(M):an: n+1( + ) n+1

Formule explicite
k=0 n+1

Démonstration :

Dans B,(x+1)—B,(x)=nx""" on faitn - n+1 et x=k = ki=—1_

n+1 (Bn+1(k+1>_Bn+1(k))

M M
n_ 1 B, (M+1)-B,,(0) B,, M+1)-B,,
S,,(M)=k§k:m’;)(Bm(ku)—Bm(k)): M) Bur(0) B[ M) B
cqfd

En donnant a n les valeurs 0 1 2 ... 10 nous obtenons (péniblement!):

M
S\(M)=> k"
k=0

S:(M) | (1/2)(M?+ M)

SAM) | (1/6)(2M° + 3M2+ M)

Ss(M) | (1/4)(M*+ 2M° + M?)

S«M) | (1/30)(6M° + 15M* + 10M? - M)

Ss(M) | (1/12)(2M°+ 6M° + 5M* - M?)

Se(M) | (1/42)(6M’ + 21MF + 21M°~ 7M° + M)

S,(M) | (1/24)(3MP + 12M’ + 14M°~ 7M* + 2MP)

Ss(M) | (1/90)(10M°+ 45M°® + 60M’~ 42MF + 20M° - 3M)

So(M) | (1/20)2M™ + 10M° + 15M°~ 14M° + 10M*- 3M?)

Si(M) | (1/66)(6M™ + 33M™ + 55M°~ 66M’ + 66M°~ 33M° + 5M)




b) Méthode de PASCAL

PASCAL avait démontré (en 1655) une formule itérative :

(n+1)S,(M)=(M+1)"" - ZCM o (M)

p=0

Démonstration :

M
Posons A=) [(p+1)"'—p"'] que |’on calcule de 2 maniéres différentes :

p=0

M+1 M

A=) p™'=> p™ = A=(M+1)"" (a) On a aussi :
p=0
M n n .
n+1
ZCmp —p =ZZ w1 P" ZC,.HZP = Cr.S, (M) =
k=0 : k=0 = k=0
n—1
A=(n+1)5,(M)+ 3 C4,,5,(M) (b)
k=0

(a,b) = (n+1)S,(M)=(M+1)""— Zcm (M) cqfd

p=0

On peut ainsi retrouver les 10 formules précédentes mais il faut pour calculer la 10°

avoir déja calculé les 9 premieres.

Cette formule « de PASCAL » prouve aussi que si S,(M)=x.U,(x) ou U,(x) est un
polynome de degré p de la variable x=M+1 pour 0<p<n-1 il en est de meéme de S,(M).
Or So(M)=M+1=x. Par induction, S,(M) =x.U,(x) (pol. de degré n) pour tout n=0.

On peut donc affirmer :

M
En posant | x=M+1| |S,(M)=)_ k"=xU,(x)|ou Un(x) est un polynome de degré n de

la variable x vérifiant : | (n+1)U (x)=x —Z C?.,U (x) |pour n=0 cqfd

ch+1 Sn<M):XUn(X) x=M+1

qui peut s’écrire sous forme matricielle :

—=



(ex. pour n=6)

100 0 00||Uo(x)
120 0 00| Ui(x)
133 0 00| U,(x)|_ _

U,(x)

U,(x)

Us(x)

146 4 00
15101050
161520156

%] £y w N - (=)

|
X X X X X X

Uo(X)=1

U(x)=(1/2)(x-1)
U,(x)=(1/6)(2x%-3x+1)
Us(x)=(1/4) (x*-2x*+x)
U.(x)=(1/30)(6x*-15x>+10x°-1)
Us(x)=(1/12) (2x>-6x*+5x>-x)

On en déduit

avec x=(M+1) et Sy(M)= > k" =xUx(x)
So(M)=X

S{(M)=(1/2)(x’-X)
S»(M)=(1/6)(2x>-3X°+x)

S3(M)=(1/4) (x*-2x*+x°)
S4(M)=(1/30)(6x°-15x*+10x>-x)
Ss(M)=(1/12) (2x°+6x>-5x*-X°)

1 0 0 0 0 0
-1/2 1/2 0 0 0 0
1/6 —-1/2 1/3 0 0 0

0 1/4 -1/21/4 0 0
-1/30 0 1/3 -1/21/5 0

0 -—-1/12 0 5/12-1/21/6

X X X X ox X

5] £ w N o (=]




c) Méthode de FAULHABER

En posant y:w R,(y) et Ty(y) polynomes de degré p de la variable y
2p—1 1[(P—1)/2J a1
Sy a(M)=Ry(y)| ot [R(y)==—y"=— 2, 'R, ,(y)
q=1

et

lp/2]

S2p(M)=(2M+1)T,(y) | o |T,(y)=2""y"~ Z (2¢,"+C,NT,  (y)

Démonstrations :

M
On calcule de 2 maniéres A=) {k”(k+1)’—(k—1)’k?} dont les termes s’annulent 2
k=1

par2: A=M?(M+1)’ (a) Puis avec le triangle de PASCAL :

L= |22
M p M 2
A= K'Y Gl —(=1)'k"]=2 Z 2C,"CP =2 ), CS, L, (M) (B)
k=1 q=0 k=1 g=0 q=0
221
(o) =2 Z C,'" Sy qa(M)=M"(M+1)" =
L=
2pS,, ,(M)=2" y*—2 Z C,""' Sy, g1 (M)
ot l" o
Sy a(m)=Z—yr L z 1S, o (M)

p
Cette formule expnme que si (qu-I(M ) pour 1<q<p) sont des polynomes de degré q de
la variable y=M(M+1)/2 il en est de méme de S,.:(M).
Or pour p=1 on a S;(M)=M(M+1)/2=y. Donc, par induction, c’est vrai pour tout g=1.
Par suite :

—1)/2]

p—1
S,,.1(M)=R,(y) ou R (y)= 2p 11) Z C,"'R, ,(y) cqfd ==
q=1

[(p—1)/2]
Z C,”'R,_ (y)=2""y" ce qui peut s’écrire matriciellement :



(ex. pour p=5)

1000 o\ [R.(¥)| [2°y' R\ (1 o o o ol[2
0200 0||Rx(y)| |2y R(y)| [o 172 0o o o |[2')
0130 0||R,(y)|=[2*y}| = |Rs(y)|=|0—-1/6 1/3 0 0 |[2*y®| <=
0044 0[|R,(y)| |2°)* R,(y)| |0 1/6 —1/31/4 0 [[2%)*
001105/ |p ()] |2¢y® R.(y)| |0-3/10 3/5 —1/21/5]54)s
Ri(y)=y

R;y(y)=y’

Ry(y)=(1/3)(dy’-y’)
Ru(y)=(1/3)(6y*-4y’+y’)
Rs(y)=(1/5)(16y°-20y*+12y*-3y?)

M
De méme, calculons A=) {(2k+1)k?(k+1)’—(2k—1)(k—1)’k”} de 2 maniéres :

k=1
A=(2M+1)M"(M+1)* (o) Evident car les termes s’annulent 2 a 2.

Puis avec le triangle de PASCAL :

M
A= Z{( kp+1+kp Zchp q_ kp+1 Zcq qkp q

k=1 q=0
M |p/2] lp/2]
A=, D (4GP M42C KM = A=) (4C, T +2C)) Sy, (M) (B)
k=1 q=0 q=0
[p/2]
(a,B) = 2(){462"” +2C,") Sy, o(M)=(2M+1)M" (M +1)
Z
[P/ZJ 2g+1 2
(4p+2)S,,(M)=(2M+1)2" y*— > (4C,""+2C}"} Sy, (M)

q=1

(2mM+1)2"'y" 1 f

Sap(M)= (2p+1)  (2p+1)

2C,"+C." S, ,_ o (M)

p
q=

cette formule exprime (en posant y=M(M+1)/2) que si Sy (M)=(2M+1).T,(y) ou
T,.1(y) est un polynome de degré q de la variable y=M(M+1)/2, c’est encore vrai pour
S2,(M).



Or pour p=1 on a S;(M)=2M+1)M(M+1)/6=(2M+1)y/3. Donc, par induction, c’est
vrai pour tout p=1.

Par suite : S,,(M)=(2M+1)T ,(y) ou T,(y) est un polynome de degré p de la variable

2p

£ . pe Zp_lyp 2 2q+1, 2
=M(M+1)/2 vérifiant T = 2C"+C)T our p>1
y=M(M+1) V=i (zp+1 qu )T, ,(y) pourp
[(p+1)/2]
cqfd == 0 (2c;™'+C*)T,_ (y)=2"""y" | qui peut s’écrire matriciellement :
q:

(ex. pour p=5)

300 0 o|[T:(y)| [2°y' T,y [1/3 o o o o \[2°
150 0 0 |[T.(y)| [2') T,(y)| [-1/15 1/5 0 0 o |2
057 0 0 ||T,(y)|[=|2°y’| = |Ts(y)|=| /21 —1/7 17 0 0 |[[2°y°| <=
01149 0 [|T,(y)| |2°)* T,(y)| |-1/15 U5 —2/9 1/9 0 ||}
0073011/ {7 ()] |2y® T.(y)| | 5/33 —5/1117/33-10/331/11]| 54 s

T; ()’)=( 1/3 )y

T»(y)=(1/15)(6y"-y)
Ts(y)=(1/21)(12y*-6y*+y)
T.(y)=(1/45)(40y*-40y*+18y*-3y)
Ts(y)=(1/33) (48y°-80y*+68y*-30y*+5y)

En utilisant y=M(M+1)/2  ainsi que
S2(M)=(2M+1)Ty(y) et Szp-1(M)=Ry(y)

on obtient :



M (M+1 M
y= ( ) S, (M)=>_ k"
2 k=1
SZp—l(M):Rp(y) SZp(M):(ZM-I-l)Tp(.Y)
S(M)=y s,(M)=(2m+1)%
.2 2
Sy(M)=y S,(M)=(2m+1)8Y =Y
15
3.2 3 2
s, (M)=2Y =Y S (M)=(2m+1)12Y —8y*y
3 21
4 4 3, 2 4 3 2
S7(M):6y 4y +y SB(M):(2M+1)40y 40y +18y -3y
3 45
5 4 3_ 2 5 4 3 2




B) Sommes d’EULER

Ce sont les sommes | s, (M)=)_ (—1)" “k"

sn(M):i (—I)M_kk":%[En(x)+(—1)MEn(0)] n et M entiers >0  x=M+1
k=0
M pair n M impair
(1/2)[-1+x] 1| @/2)Ix]
(1/2)[-x+x7] 2 | (1/2)[-1+x]
(1/2)[(1/2)-(3/2)x*+x’] 3 | (1/2)[-(3/2)x%+x°]
(1/2)[x-2x*+x°] 4 | (172)[x-2x*+x7]
(1/2)[-1+(5/2)x-(5/2)x"+x°] 5 | (12)[(5/2)x%-(5/2)x"+x°]
(1/2)[-3x+5x>-3x°+x°] 6 | (1/2)[-3x+5x3-3x°+xF]
(1/2)[(17/4)-(21/2)x*+(35/4)x*~(7/2)x5+X] 7 | (1/2)[-(21/2)x2+(35/4)x*~(7/2)x°+X]
(1/2)[17x-28x>+14x°-4x”+x°] 8 | (1/2)[17x-28x*+14x°-4x”+X’]
(1/2)[-31+(153/2)x*-63x"+21x°~(9/2)x*+X°] 9 | (1/2)[(153/2)x*-63x"+21x5-(9/2)x*+x°]
(1/2)[-155x+255x3-126x°+30x”-5x°+x"] 10| (1/2)[-155x+255x%-126x°+30x-5x°+x"’]
Démonstration :
M
> (1) M=k Y (1), ()4 B, 1) =2 ETR O g
k=0 k=0

M
D ()M = 5 a(0) avec x=M+1 cqfd
k=0



C) Développement en séries de MAC-LAURIN de fonctions

trigonométriques et hyperboliques.

Développement Rayon de convergence
TR Ty "
I T "
chl(t):g, E“’(zt;' i
S B w2
sht(tf,g,B“(Z Zzp)(zt;pw "
sint(t):g,(_1>szp(2_22p)(2t:)' "
tth(t):ngpzz"(zz” 1)(;:), /2
t.tg(t)=i(—I)PBZPZZP(ZZP—I) e’ 2

=i (2p)!

2 2p+1(n2p+2 2
mtﬂ:;Bz””(zﬂ()z(;pﬂl)))(thp)-’ i
L=, A Bl et Bl | ™
In (ch(¢))= z B, | 22"1(12:"‘”) (;;! w2
ln(cos(t)):g (—1)PBZP(22"_1<;ZP‘1>) (2‘-‘:’)! w2
ln(Sht(t)):ngp(zz:;_l) (zt:)r )
in()=5 (1, (5 .
1n<”’t_t>):§ sz(zz"_l(i 22,,))(;:)! w2
n(2)=3 (-1, ZE2




Démonstrations :
Le rayon de convergence est le plus petit module des poles de la fonction.
Sit - i.t = cos(t) ~ ch(t) , sin(t) - i.sh(t), sh(t) - i.sin(t)
tg(t) — i.th(t), th(t) - i.tg(t)
cela permet de passer d’une formule trigonométrique a une formule hyperbolique et
réciproquement.
Le développement de t/th(t) a déja été démontré.
Celui de t/tg(t) est obtenu par t —» i.t cqfd

1 1 _ch(t/2) ch(t)_sh(t)ch(t/2)—sh(t/2)ch(t)_  sh(t/2) _ 1
th(t/2) th(t) sh(t/2) sh(t) sh(t)sh(t/2) ~sh(t)sh(t/2) sh(t)
(2 S O S e

A0 (2] i 2P R Py 2 By )y il

R S WP T

to it= Sm(t)_;( 1)°B,,(2-2 )( ] cqfd

1 3 £*P x s ) : 1 S , t°?
ch(t):;‘, EZ"(Zp)! (déja démontré) t - i.t = cos(t):;< 1) EZP(Zp)' cqfd

2 1 _2ch(2t) ch(t)_ ch(2t) _ch(t)_(ch(t)2+sh(t)—ch(t)z)_th(t):>
th(2t) th(t) sh(2t) sh(t) sh(t)ch(t) sh(t) sh(t)ch(t)

_( ot N 2p tZP_OO 2p tzp_oo 2p(n2p t°?
= w02 P g B P gy & Bt gy cald
t » i.t= t.tg( ):i (—1)"B,,2°P(2° 1)(;:)' cqfd
th(t)_t.th(t)_"o e thfz_oO sz+222p+1(22p+2_1) £2P

cTe A S T ey

. t_(t)_w B szp+222p+1(22p+2_1) (2P
s = U ey gy
t th(t)—Z;szz“’(zzl’ 1)(;:)' = th(t)—zZE:;ZEBZPZZP(ZZP 1){22;_)1,

((sh(t), =< 2p (02 o mlch(=S 21 (2°P-1),
() =2, B 2 My = )= 2 B g






V) Autres propriétés des nombres et polynomes de BERNOULLI et EULER

1 $ 2a
an(ZG =— Z: Conl (E) B,,| ()
(aréel Z0et 1)
1 a—1/>"1& 1 2a
B2n+1(ﬂ):( 2a ) ZC 22k 1](0_1) B, (B)
Démonstration :

Xt

Dans . BH(X)t—Z on fait x=1/2aett— i2at (aréel#0et1) on obtient:
n=0

n! e'—1

=" = - =(at
n! e12at_ 1 ( elat_eflat) e a Sin(at)

2i

an(zla)(iZat)" (i2at)e’*  (at)e ™ ( )((cos(at)—i.sin(at)))e,..t

=(at)(tg(at>—i)(cos(t)+i.sin(t)):(at)((:;?((I:;+sin(t))+i.(:;lz‘<13—cos(t))) or
;B"(%) (izn‘f't)n:g(_l)nB <21a (( 2n)! H. Z Zla)gzt-l)-ln;!
enfin, en séparant les parties réelles et imaginaires :
(at)(:;a:;+sin(t)):2(—1)"an(i)<(zza,:))jn (al) et

(a) (30 o (0))=3 (~1)'B,,., (L1129 gy

tg(at) v "1 2a’ (2n+1)!

(al) = Z)(—l)"Bz,,(ﬁ)((Zzaiijnz(at)<f;?(£:;+sin<t)):(at)<“’s(“‘>Coss(iﬂzjil)fl<at)sin<t))

S (~1)B,,(L) 207 _at (1))

v 2" 2a’ (2n)! ‘sin(at)




NN _q)n 2K 2K (g1 )22k <2n> ¢*"
(Zn)! _'Z;)(’;( 1) BZk[Z 2] ( 1) (2k> (2n Zk) )( ),

2a k=0
B )= (LS e L2907 g cqfd
2 2(1 2(1 = 2n 22k—1 a 2k
(bl) =

Z:,)(— 1B, .. ( zla ) (é(:-zzln; () sin (t) _ cos (t)):(at)(sin(t)cos (c:l)l?z:r)n (at)cos(t) )

S (-1)B,,, ()27 at yg((a-1)e)

fyard ™1 2a’ (2n+1)! sin (at)

N n 1 (Zat) < 2k a2 S 2j+1 £

,;,(_1) Bz"+1(2a)(2n+1 Z_: [2-2 2 (a—1) (2j+1)! )
A N n 2k 2k (2'1"'1) no2kery E0 N

_,,Z::‘,(,;,(_l) By[2-2"]a (2k)!(2n— 2]+1)<‘1_1) )(2n+1)!

o0

BZml(i)(ZG)Z"H:—Zsz[Z 22k]a2kC2 1(‘1 1)2 —2k+1

2a k=0
1 a—1.2" & 1 2a 2
an+1(Z):( 2a ) ;Cgﬁu[l_FKE) B, qud
1 22" 2 1 1
BZ"(Z 42" kZ:,)CZkZZk 22k_2)sz_ ( 42" )BZn:(F)B2n(E)

1 1 < 2n+1
B2n+1(z):42n+lz C§ﬁ+122k(22k_2)B2k:_( nn+ )EZn
k=0 4

Démonstration : on pose a=2 =

(4¢)" cos (t
2n)!_(2t)< (2t

~—

+sin(t)=(21)( cos (Zt)coss(itn)-(l-zszl)l(z t)sin(t) )

(@)= X (-17'B,,(3)

n=0

—
~—

)



2n

3 (1 B =20 (e S B 22

= 4" (2n)! 2sin(t)cos(t)’ sin(t) ;= (

n 1 n n n 1 22n_2
= <_1> B2n<z>42 :<_1> B2n[2_22 ] = BZn(Z):_BZH[ 42n ] qud Car

1 1
BZn(E):_( _22,,_1) 2
(b1) =
SV 1, (4¢)*™' sin(t) B sin(t)cos(2t)—sin(2t)cos(t)
n;( 1) anﬂ(Z)(2n+1)!_(2t)(tg(2t) COS(t))—(Zt)( sin(Zt) )
S E (48] —sin (t) —t & g £
A —— = = -1 E
nz::‘, Bt 4)(2n+1)! (21) ZSin(t)cos(t)) cos (t) ,;,( ) 2" (2n)!
i(_l)nB (1)42n+1 2n+1 Z.O: n+1 2"+1)E t2n+1 s
= 2mit g (2n+1)! 5 2" (2n+1)!
1 2n+1
(_l)nBZn+1(%)42'”1:(_1)'”1(2n+1)E2n = B2"+1(Z): <4,;,:1 )EZn qud
2n 2n 2n)! 2n
22(n liZ_Zn_ 2"‘<(2n_1)22(n13r2n |B2n|N4(%) VT |si N~ 00
Démonstration
1<Z <1+f ) dt =1+] 1 ]w:1+ 1 - 2n 1si( 1) 2n
(2n—1)e"", 2n—-1 2n-1 = K" 2n-1

2n—1 _2n 2 !
1s|B2n|2 " __2n_ _ (2n)

2n | (2n)!
(Zn)! 2n—1 22n—1ﬂ;2ns|B2n|S( ) qud

2 n— 1 22n—1”2n

quand n—» % |B,, |~ (2n)! avec la formule de STIRLING

22n71 ﬂ_Zn

2n

2n
(2n).r~(27") Vdrn = |B2,,|~4(”Le) Vnz cqfd



(2n) (2n)!

2n-1) 2" 1 777 si x dans [0,1]

MAX(|BZn(X)|):|B2n|S

Démonstration :
B’zn(X)zanZn-1(X) et B2n-1(0)=B2n-1(1)=B2n_1(1/2)=0 avecC

1 1
B31(0)=B2n(1)=B2n, an(g)z—(l—F)an = MAX (|B,,(x)|)=|B,,|

(2n) (2n)!

2n )(Znﬂ
(zn_l) 22n—1ﬂ_2n

2 n—1 22n—1ﬂ_2n

cqfd

= MAX(‘BZn(X)D:‘BZn‘S

or ‘B2n|$(



VI) Séries de FOURIER des polynomes de BERNOULLI et EULER

B, (x)=( (=1)™*(2n)! ) i ( cos(Zpﬂx))

22n—1 2n v p2n 0<X<1
_ n+1 I 0 .
Bz,m(x)—(( 1)2,, %::T”')Z(W) 0<x<1sin>0, 0<x<1sin=0
25 p=1
Démonstration :

Les fonctions B,(x) sont continues a dérivées continues et B,(0)=B,(1) si n#1. Donc
elles sont égales a leur série de FOURIER pour 0<x<1 (période T=1, w=2m) si n#1.

De plus f B,(x)dx=0 sin>0 = les termes constants sont nuls.

Posons donc : B, ( Za .cos(2p x)+b\"sin (2 pr x) période T=1, 0<x<1 ,n>1

n=1

1 xt © n
avec a(:)+i-b(p"):2f B,(x)-e??"*dx Deplusona t_e:e ; e P =" Bn(x)e'zl’“# =
0 - n=0 .

1

I)J‘ extexzp:rxd Z J‘ 12pnxdx)% (O pOUr n:O) =
- 0 n=0 .
i n+lb _( t exteIZPﬂx x=1 t B (t/lZer i n+1 n -
prt n' e'—1  t+i2 pr . t+12p7r C1+(tli2pn) S (lzpﬂ')

(")_l_' b(n) _ n+1 __\n ! en__ g
(ap i.b, ):( 1) (—1i) n!__i'nl _ ea_pen_g

2 (2px) (2p ) ’ !

e _((CD™20)1) e _(C12041)1) o,

ap - 22n—1 2n _2n p - 2n _2n+1 _2n+l ou :
p 2" p T

B, (x)=(ZU 20 6 cos@prx)y o g ((EU T 2041 S sin(2p 7 x),

2n 2n  2n+1 2n+1




):( 14 'isin (2k+1) 7 x) . n>1let0<x<1

2n+1 Sl

i (2k+1)"! n=0et0<x<1

B, ()= T4 LE $ cosl(2kel) 79

sin>1et 0<x<1
2n = (2k+1)2"+1

Démonstrations :

On utilise E,+(x)=2-(B,(X21)-B,(%)

22"t (—1)""'2(2n+1)! & sin(kz x+kx) & sin(kzx)
E2n<x): 2 1 2n+1 z 2n+1 Z 2n+1
( n+ ) (2”) k=1 k=1 k
1)"'2(2n)! & sin(kzx) & sin(kzx
B, (x)= 2R (qpnirx)_5 sinlfern,




si0<x<1n>0

si0<x<1sin>0, 0<x<1sin=0

sin>1let 0<x<1

3 (SRR g 2B )
3 (R B By
3 (o) B )
3 (PN (B Bl | i

n>1let0<x<1
n=0et0<x<1

Démonstration : évident d’apres les 4 formules précédentes. cqfd




VII ) SERIES D’EULER

& 1 B 22n—1jr2n )p+1 22n—1 ”Zn
n Z(Zn)—;(pz,,) 2n)i )| Byl «(2n)= Z )] |B,..|

1| /6 (1/12)n?

2 | (190 (7/720)*

3 | (1/945)n° (31/30240)°

4 | (1/9450)n° (127/1209600)r*

5 | (1/93555)m™ (73/6842880)r"°

6 | (691/638512875)m" (1414477/1307674368000)

7 | (2/18243225)x" (8191/74724249600)r*

8 | (3617/325641566250)m' (16931177/1524374691840000)7*

9 | (43867/38979295480125)m" (5749691557/5109094217170944000)"
10 | (174611/1531329465290625)m*° (91546277357/802857662698291200000)*°
. (2n)— 2 B(an 1)=

© n__ © p+ 2n-1
3 e =G| SR,

1| (1/8)° (1/4)n

2 | (1/96)r (1/32)n°

3 | (1/960)° (5/1536)1°

4 | (17/161280)n* (61/184320)17

5 | (31/2903040)"° (277/8257536)1°

6 | (691/638668800)m" (50521/14863564800)"

7 | (5461/49816166400)r'* (540553/1569592442880)m"

8 | (929569/83691159552000)m* (199360981/5713316492083200)"

9 | (3202291/2845499424768000)m"® (3878302429/1096956766479974400)"”
10 | (221930581/1946321606541312000)*° (14814847529501/408173224980132554342400) 1"

n 6(2n+1 ;) ( 2n+1 (2 'lf;;Lmz e

0 |(1rd)n 5 (50521r14863564800)7t”

1 |1r32)7° 6 |(540553r1569592442880)n"

2 |(5r1536)m 7 1(199360981r5713316492083200)"

3 [(61r184320)’ 8 |(3878302429r1096956766479974400)m"”

4 ((277r8257536)1° 9 |(2404879675441r6713375410857443328000)"




Démonstrations :

22n71 ﬂ_Zn

= 2 n+ . .
Dans 2. (—COS( pﬂx)):(—l) il ) B,,(x) on pose x=0, il vient :
p=1

p*" (2n)!

22n—1 2n

-1 T
PZ::l(pzn):( <2n)! )|B2n| cqfd

Dans cette méme formule avec x=1/2 et BZH(%):—(l—%)BM il vient :

Yt o3 (Ao LA g 12271 g | g
= (2p+1)2n 22n s} p2n 22n (2").’ n 2(2") n

© sin(2p7rx) et 22nﬂ_2n+1
Dans 3 (S ERTH (1 2 Buyalx) on pose x=1i4 =

o0 (_1)[1 e el 22n 2n+1 1 0 (_I)P"’l B 22n—2ﬂ2n—1 1
pZ::,]( p2n+1 )_( ) (W)anu(z) n-n-1= ;( p2n71 )—( (2n—1)! )|B2n—1(z)|
1 2n-1, < ”” i
or BZn—l(_):_( s 1) Eana Z 2,, 1 /)— )|E2n—2| qud

22"(2 n—2)!

sin((2p+1) 7 x) J=(—1)"( Ll

pm0 (2p+1)fm 4(2n)!
. sin((2p+1)%) - 1
Z‘a( (2p+1)2n+1 ):<_1)"(4](rzn)')E2n(§) or E2n<1/2): 22 =
b= .
3 (_l)p E,,| 2n+1
= cqfd
;‘) (2p+1)*"" (2n)12°"? 7 q



VIII) Formule sommatoire de EULER-MAC LAURIN

b

J ploacn = O3 ) = X (s )= )™+ R 0, b,m)

~

2n ,b—a\’" M,,
) (=) :

ER yb,m)|<
‘ Zn(a m)l (2n—1 Ja <2m)2n—1

M,=MAX|f®"(z)| pour z dans [a,b]

f(x) et ses dérivées continues dans [a,b] jusqu’a I’ordre 2n+1
n et m entiers > 0 ; h=(b-a)/m Xp=a+ph

Démonstration :

1
Soit F(x) continue ainsi que ses dérivées jusqu’a I’ordre 2n+1 et 1,= [ B,(x)F"(x)dx
0

en intégrant par parties : I,=|B,(x) F("_”(x)](l,—kf B, (x)F* " (x)dx
0
1,=B,[F*V(1)-F*"(0)]-kI,_, (A)

_ _ s Iyy1 __IZk
Ona IZk+1_ (2k+1)12k CarB2k+1 O dou (2k+1)!_<2k>! (B)

on multiplie tout (A) par (-1)*/k! et on somme avec k variantde 2 an :

> (— Lo S (ap Bepphen () o) Y (1) L

> k! 45 k! > (k—1)!
on simplifie et on multiplie par (-1)"
I - B
n—';:(—l)"z (—l)kk—';[F““”(1)—F““1)(0)]+( 1)"'1, on fait n— 2n, on utilise Ba+;=0
. k=2 .

FH (1) F* (o)1, (C)

T

orL:ngmpm@ﬁk:}u—lnﬂxwdx = n:ﬁlﬂ—igh—jF@hk(D)

€D)= [ i D UEW 5 Bty g, (B)

N Izn 2n+1
ou G
U Gor= 5 = Tame )y BV




Soit a<b et F(x)=f(a+(b-a)x) = F(0)=f(a) , F(1)=f(b) , F™(x)=(b-a)"f" (a+(b-a)x)
® -
(MaltFb)) 5 (B i) ) a))(b-a* '+, (a,b) (F)

n%w

2 o (2k)!
01‘1
(F1)
_(b—a)" E TR | l-) 2 (e (b—a ) x ) dx
G2n(a’b>_ (Zn)! {an(x” (a (b ) )d = (2n+1)! ‘{BZH+1( )f ( (b ) )d

Découpons I’intervalle [a,b] en m sous-intervalles de méme longueur h=(b-a)/m
délimités par les points a=xo, x;=a+h, x,=a+2h, ..., x,=a+ph, ... , Xu=b
Appliquons les formules (F) et (F1) a chaque intervalle [x,,X,+:] On obtient :

T o (Tl 5 (B yposs ) 0 4Gy 3,

On somme avec p variant de 0 a m-1 . Il reste apres simplification :
(G)
- B

ff(X)dx=h{—(—f(a);f(b))+if(xp)}—z((2;';!)[f(2"”(b)—f(z"”(a)]hz"+ERz,,(a,b,m)

k=1

m—1

B,,(x) Y f*"(x,+hx)dx (G1) de méme :

p=0

- h2n
ER,, (a,b,m) Z E =2n)!

© S =

m-1 h2n+1 1 m—1

ERZn(a’b’m):Z GZn(xp’xp+1): I B2n+1(x)z f(2n+1)(xp+hx)dx (GZ)
p=0 (2n+1)' 0 p=0

m—1
La moyenne Moy=-- > f*"(x,+hx) est située entre le mini et le maxi de f*”(x) pour
m p=0

x dans [a,b]. Or f*"(x) étant continue, il existe z(x) dans [a,b] tel que Moy=f®"(z(x)).

2n 1

Donc ERZn(a,b,m):%f B,,(x)f*"(z(x))dx . Dans cette expression, le module de
*0

’intégrale est inférieur a Max(|Bza(x)|).Max(|f°"(z))).

Or on a posé Max(|f*”(z)|)=M:. et on utilise Max(|Bzn(x)|)=|Bzn|< (2( 2n)1) 22<,,2_?) !2n
n— JT

2n ., b—a " M,,
(=) ;

d’ou |ER2n(asb’m)‘5(2n_1 7T (zm)Zn—l cqfd



IX) Applications de la formule sommatoire de EULER MAC LAURIN

A') Nombres harmoniques et constante de EULER MASCHERONI
On note par définition :

H(0)=1|;| H(n)=) () |si n entier >0

Posons u,=H(n)—In(n) et vn:un—% on a un—vn:%ZO et lim (u,—v,)=0

n->o

Donc si ces suites convergent, elles ont la méme limite y.

Utilisons la propriété : In(1+x)<x si x>-1
u —un_lz(H(n>—H<n—1))—(m<n)—1n(n—1)):%nn(l—;)s%—%:o = u—u, <0

n

Donc la suite (u,) est décroissante.

v 1 1)

n+1—vn:%—ln(n+1)+ln(n):;—ln(1+;

Ce sont donc 2 suites adjacentes convergentes.

>0 Donc la suite (v,) est croissante.

0=v,<v <y<u,<u,=1 d’ou:

Constante de EULER-MASCHERONI :
y=lim (H(n)—In(n))| 0<y<1

n->w

Utilisons la formule de EULER MAC LAURIN avec
f(x):% , f(Z”‘”(x):_(ZPfZI)! ,a=1 b=m+1, h=1 on obtient :
X

"l dx L, m " B 1
== 2p .
! X 2 m+1 kz:: k+1 pzl 2p)((m+1)2p 1)+ER,,(1,m+1,m) =
1 m+1 1
1 1)== —1)+ER, (1,m+1,
n(m+ ) 2 m+1 +kZ; Z m+1)2p )+ Zn( m+ m)
m - m- 1
In(m) --1 1 Zm:l—zn: B., )(1— 1 )+ER, (1,m,m-1)
2 2m 5k o 2p
1, 1 < /B 1
(B m)-n(m)=3 0 (22010 ER,, (1,m,m1) (@



y=lim (H (m)-1 % Z —lim ER, (1,m,m—1) (b) on fait (a)-(b)

m- o p=1 m-> oo

H(m)—In(m) Z —[ER, (1,m,m—1)-lim ER, (1,m,m-1)] =
p_ m- o
ici l’erreur est nulle quand m- o d’ou:
1 < By, 1 Bzl
=H(m)-1 b avec |E <
Y (m)—In(m)— 2m+p1(2p) (n) |Err(n) (2n+2)m2"+2

n

y=H(m)-In(m)-5Ls " (22) L Err(n

|BZn+2| 1
E < =0
avec | rr(n)l (2n+2) 2n+2 ( 2n+2)

La suite des By, étant de signe alterné, I’erreur est inférieure au 1* terme négligé.

Suite (};2") pour1<n £10:
n

1 -1 1 -1 1 —691 1 —3617 43867 —174611

12 120 252 240 132 32760 12 8160 14364 6600

En utilisant n=10 et m=150 on obtient pour la constante ’EULER-MASCHERONI

y =0.5772156649015329
Enfin
- 1 1 < By, 1 B,
Hm=) —=In(m)+y+—-— —P +Err(n u | |[Err(n)|< L
()= g=tn(mpe g3 (520) L Brelo) oo | [Err(m)< 2ot
Exemple :

Pour m=10000, on obtient le résultat exact avec n = 3 (avec les 3 premiers termes de
la somme uniquement), soit 9.787606036044384.



B) Formule de STIRLING améliorée

ln(m!):ln((m)m 2ﬂm)+zn: By 1

forme logarithmique
e ;1 2p(2p—1) m*?!

B,,

2p(2p-1)
1 -1 1 -1 1 —691 1 —3617 43867 —174611

12 360 1260 1680 1188 360360 156 122400 244188 125400

La suite numérique pour p entier de 1 a 10 est :

m (=) n B
m!=) V27zme ™ |ou h (x)=) ——2 - x*'| ha(x) : fonctions de BINET
(x) ,,; 2p(2p-1)

holx) 1.4 X 4 x* 139x 571 x* 163879x + 5246819 x° 534703531 x’
12 288 51840 2488320 209018880 75246796800 902961561600
4483131259 x* 432261921612371x 6232523202521089 x" +0(x")

86684309913600 514904800886784000 86504006548979712000

Démonstration :
L1
Posons u, = et v,=In( ””)
e'n! u,
u 1 1\n+d 1 1 1,1 1 1 1
Ona —=(=)(1+=) 2 = v,=—1+(n+>)In(1+=)=—1+(n+-) (= ——=+——+0(—;
et =(D)(1en)"? = v, = telne (1 D)= Le(ne ) (e o)
vn:121 2+O(i3) = ivn: L1 (L1 nombre fini car il y a convergence). Or :
n n n=1

u, u; u4 u,u,. )

L1=tim Y In(“2)=lim In lim (In(u,..))~In(u,) = lim (In(w,))=L2

n->o P=1 llp n-> o UIU2U3 un lu n-> oo n->o

lim (un):l:eL2 L est une constante finie = lim (
n->w L n-w n!

Lorsque n est « grand » n!~L ﬁ(?) (a) L constante inconnue.

Pour calculer L démontrons la formule de WALLIS
zl2

Posons w,= | ces"(x)dx on trouve immédiatement wo=m/2 et w;=1



l2 l2

De plus : w,= [ cos" *(1—sin’(x))dx=w,_,— | sin(x)(sin(x)cos" *(x))dx

/2 wl2

_;—sin(x)cos” '(x)" n . w, _ . _n-1 -
Wn_wn—Z [ n_]. ]0 n_]. ‘(’: cos (X)dx_wn—Z n_]. Wn n Wn—2
Sin - 2n
. —2n=12n-32n-5 31 :(2n)(2n—1)(2n—2)...(2)(1)iz (2n)!
 2n 2n-22n-4"742""° [2"n!P 2 22" (n!Y

Sin - 2n+1
2n 2n-22n-4 42 _ [2"n!} _2"*(n!)

W2n+1:2n+1 2n—12n-3 "'EIWI_(2n+1)! (2n+1)!

pour 0<x<m/2 cos”™(x)<cos®'(x)<cos™™(X) = = WaniSW2<Wang

2’"(n!)* _ (2n)! 2°"?((n—-1)!) 1 . 2,.2"(n!?? 2.2°"(n!)??

T T L v i AL T T IR PTLE
2n

(1)S 27

=< 1 =< \/ﬁ <1
o B 15 1aCaa)

c’est la formule de

WALLIS
N 2 22n(n!)2
Quand n est « grand » V27 ;( )] ) (b)
n n 2
(L@(;) )

=L = L=V2x

2n

(@) et (b) = V27 =lim 22"
moe 11 Lm@?")

D’ot la formule de STIRLING: (@) = |n!~(2) V2zn

qui indique que le quotient de n! par (%) v2xn tend vers 1 quand n— oo,

L’erreur relative tend donc vers 0 ... mais I’erreur absolue tend vers ’infini !



La formule sommatoire die EULER MAC LAURIN permet d’améliorer ce résultat.

n—1
Pour cela posons f(x)=In(x) f'(x):% f"(x):;—z1 f(")(x):(_l) X(nn_l)!
(2p-1) —(2p-2)! . .
fr(x)=—"7 I1 vient en faisant a=1, b=m, h=(b-a)/(m-1)=1
X
S 1
Z f )dx+ In(m Z 2p 1 —mzp_1)+ER(1,m,m—1)
In(m!)=mln(m)— m+21n Z 2p 7 _mi_l)mR(l,m,m—l)
In(m!)=mln(m)— m+21n Z 2p 1 —m21p_1)+ER(1,m,m—1)
m n B )
ln(m!):ln((%) \/ﬁ)*‘l Zm(l—#)'l‘ERzn(l,m,m—l)b
m! . X B,, 1 :
ln(T)—l—Z 2p(2p—1)(1_ mzp_1)+ER2n(1,m,m—1) et,sim - o
() )
limln(+!): )=1 Z )+llmER (1,m,m-1) =
" (53) m) = "
In ( n}n! +Z v 2 om 1 —+ER,,(1,m,m—1)-lim ER,,(1,m,m—1)
() m Pl2s-
Quand m est « grand »
1 1
In(m!)= ln( e +Z 2p 2p 1) +O( 2n+2)

Et, en prenant I’exponentielle des 2 membres et en posant : (fonctions de BINET)

= B B m (L)
h (x)=Y — =22 __x*'| on obtient m!=(™) 2 m
X)= 2 ) ient m!=(7") V2Zrme

1

hn . ’ .
Le calcul (manuellement long et fastidieux!) de e "™ est aisé avec un ordinateur :



JUNC. SN x’ 139x 571 x* 163879x + 5246819 x° 534703531 x’
12 288 51840 2488320 209018880 75246796800 902961561600

4483131259 x° 432261921612371x 6232523202521089x10 +0(x") cqfd
86684309913600 514904800886784000 86504006548979712000 q

Quelques conséquences pour n « tres grand »:

n! ~ (n/e)"(2rtn)*2exp(h.(1/n)) ~ (n/e)"(2rtn)**[1+(1/12n)+(1/288n°)...]

Nombres centraux de PASCAL :

o (20 2 (L p (A 2L, 1
C2n_((n)!>2 me P(hm(zn) hm(n)) m[l an 128“2-"}

Nombres de CATALAN :
C;., 22n 1 145 ]

C = ~ 1- +
" (n+1) \/Jrn3[ 8n 128 n

Nombres de BERNOULLI :

2n)! n ", 1 1
By~ (1) 2L (g 1
2n ( ) 22n71ﬂ:2n ( ) (]re) ﬂn[ +24n+1152n2 ]




C) Fonction Zeta troncquée

On définit | H Z 1 | ot m entier > 0 et r réel > 1
1 k'

Le cas r=1 a été étudié : | H,(m)=H (m)

Dans la suite on supposera r > 1

De plus, | lim H,/(m)=¢(r) | C’est la fonction Zéta de RIEMANN
11 1 1 1
H<’>(m):§(r)+§;_(r 1) m Tt (r— 1 Z Copor-2B W-FO(W)

Démonstration : soit r réel > 1

Posons f(X):ir f'(X):x_,fl f"(X)Zr(Hl) f<">(x)—(_1)k<")<r+1)---(r+k—1)

X Xr+2 - Xr+k
(k) ( 1)"(r+k 1) (2p—1) . 1 (r+2p_2)! O b ) .
B == tient :
f (X) (r—l) !Xr+k f (X) (r—l)! Xr+2p_1 n oouen
}dx__lu_l_i)_,_zml i+an B,, <(r+2p—2)! 1 \+ER, (1,m,m—1)
1 xr - 2 mr = kr (zp)! (r—l)! mr+2p—1 2n\ LML,
1 1 1 1 1 LI,
H ==(1 1— _ p
ntm) 2( +mr)+(r—1)( m'_l) ( 2

" p— 2p-r2Byp*lim ER, ,(1,m,m~1) en soustrayant :
H(r)(m)_él(r>+5;—<r_1) mr 1+(r_1)ZCzﬁ"'r_zBZPm2P+f—1+O(m2P+r+1) qud

(pourrréel >1)



V) SCRIPT en J NB.  berneuler.ijs

NB. Nombres et polynémes de BERNOULLI et EULER
require '~user/boitaoutil.ijs'

require '~user/devseries.ijs'

NB. Vecteur des (N+1) premiers nombres ' EULER
NB. R=. VNEULER N NB. N : entier >: 0
VNeul =: {{(_10x ser N)*!i.1x+N=.x:y}}"0

NB. Niéme nombre d' EULER (origine 0)
NB. R=. Neul N
Neul =: ({:@VNeul)"0

NB. N ieme polynéome d'EULER
NB. R=. Peul N NB. N : entier >: 0
Peul =: {{)m
if.y=0 do. 1x return. end.
R=.(N+1)$0x [ p=._1x 2,(N-1)$0x [V=.I'N)*(VNeul N) [ I=.i.>:N=.x:y
for_i. I do. R=.R sadd(i{V)*(p spui N-i) end.
R%2x AN
1"o

NB. Vecteur des (N+1) premiers Nombres de BERNOULLI
NB. R=. VNber N NB. N : entier >: 0
VNber =: {{(8x ser N)*!i.>:N=.x:y}}"0

NB. Niéme nombre de BERNOULLI (origine 0)
NB. R=. Nber N
Nber =: ({:@VNber)"0

NB. Idem (méthode itérative avec mémorisation)

NB. R=. VNberit N NB. N : entier >: 0
VNberit=:{{)m

if. (0=N=.x:y)do. 1x return. end.

K=.i.N [ N1=>:N [ R=.0x

for_k. K do. R=.R+(k!N1)*VNberit k end.

-R%N1

HM."0

NB. Niéeme nombre de BERNOULLI (méthode itérative)
NB. R=. Nberit N NB. N : entier > 0
Nberit =: ({:@VNberit)"0

NB. Le N ieme polynome de BERNOULLI
NB. R=. Pber N NB. N : entier > 0
Pber =: {{|.(VNber N)*(i.>:N)!N=.x:y}}"0



NB.
NB.

NB.
NB.

NB.
NB.

NB.
NB.

NB.
NB.

NB.
NB.

NB.
NB.

NB.
NB.

NB.
NB.
NB.

NB.
NB.

Sommes de BERNOULLI : somme de (i.M)"n
R=. n Somber1 M NB. n et M entiers >:0
Somberl=: {{+/(i.x:y)A<:X=.x:x}}"00

Idem en utilisant les polynomes et constantes die BERNOULLI
R=. n Somber2 M NB. n et M entiers >:0
Somber2=: {{(((Pber X)&p.Y=.x:y)-Nber X)%X=.x:x}}"0 0

Sommes d'EULER : somme de (_1"M-k)*(k=.i.M+1)"n
R=. n Someull M NB. n et M entiers >:0
Someull=: {{(_1x/2x|x:y)*+/(_1xAk)*(k=.i.>:x:y)Ax:x}}"0 0

Idem en utilisant les polynémes et constantes d EULER
R=. n Someul2 M NB. n et M entiers >:0
Someul2=: {{(V=.-:(a (0)} V))p. >:x:y[a=.(1x+_1xAx:y)*{.V=.Peul x:x}}"0 0

Coefficients de Zeta (2*p) = Somme de 1%(kA2*p) ot 1<: k < _
Zeta (2*p) = (CZeta2p p) * (Nber +:p) * 1p1 A +:p
CZeta2p=: {{(2x/<:p)*(|Nber p)%!p=.+:x:y}}"0

Fonctions de BINET (a I'ordre 2M)
R=. M Hbiny NB. M "petit" entier >0
Hbin=:{{+/((Nber K) % K*<:K)*yA<:K=.+:>:i. x: m}}

Formule de STIRLING logarithmique (approximation asymptotique de In(n!) )
R=.StirL N NB. N entier >0
StirL =:{{A.((y%1x1)Ay)*%:2p1*y}}"0

Formule de STIRLING (approximation asymptotique de N!)
R=.Stir N NB. N entier > 0
Stir=:{{((y%1x1)\y)*%:2p1*y}}"0

Formule de STIRLING logarithmique améliorée (approximation asymptotique
de In(n) utilisant la fonction de BINET a I'ordre 2M)
R=. M STIRL N NB. M et N entiers > 0

STIRL=: {{(StirL y)+x Hbin %y}}"0 0

Formule de STIRLING améliorée
R=.M STIR N NB. M et N entiers > 0
STIR=: {{(Stir y)*Ax Hbin %y}}"00



